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4. 
a) Din datele problemei rezultă că punctele A, P, D sunt coliniare. În plus, 

CD||AB şi BD||AC, de unde obţinem congruenţa unghiurilor omoloage. 
 

Vom arăta proporţionalitatea laturilor: 

Din k
NC

AN

MB

AM
==  , obţinem 

1+
==

k

k

AC

AN

AB

AM
 , de unde 

1+
==

k

k

BD

AN

CD

AM
 (1). Să arătăm că avem 

1+
==

k

k

BP

NP

CP

MP
(2). 

Ducem MQ||AC şi NR||AB (Q∈BN, R∈MC). ⇒  
BA

BM

AN

MQ
=  , de unde 

MQ=
BA

BMAN ⋅
 şi 

BA

BM
k

BA

BM

NC

AN

NCBA

BMAN

NC

MQ

CP

MP
⋅=⋅=

⋅
⋅

==  .  

Dar 
1

1

1
11

+
=

+
−=−=

−
=

kk

k

BA

AM

BA

AMBA

BA

BM
 . Aşadar, 

11

1

+
=

+
⋅=

k

k

k
k

CP

MP
 . 
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3. a) MO   l. m. în ∆ VBD⇒MO||VB ⇒MO||(VBC). 
 
b) BD=a ⇒  ∆ BDC echilateral ⇒BN ⊥ DC 
                          VD ⊥ (ABCD) ⇒VD ⊥ BN 
 
c) Fie DE ⊥ MN 
    BN ⊥ (VDC) ⇒DE ⊥ BN 
 
AD ∩ BN={S} ⇒  O mijl. (AS). 
În planul (ASE) ducem AP1||DE 
                                      DE||(BMN) 
 
D mijl. (AS) ⇒  AA1= DE⋅2 . 
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4. a)Considerăm punctul A’ de aceeaşi parte a planului cu punctele B’,C’,D’ şi fie 
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Analog,{N}=DC ∩ D’C’ şi din ∆NCC’, .80cmNC =⇒  
Intersecţia planelor (A’B’C’) şi (ABC) este dreapta MN. Distanţa de la punctul C la 
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1. Fie Sr mulţimea de soluţii. Considerăm a<b. 
 
(a) Sr φ=  dacă r < b - a  din r=|x - a| + |x - b| ≥ | (x - a) + (b - x)|  
Sr=[a,b], dacă r= b – a 
Sr are două elemente, dacă r > b – a. 
 
(b) -1, 0, 1 ∈  Sr (r fiind valoarea comună a expresiilor din enunţ) ⇒ a ≤ -1 şi 1 ≤ b ⇒  
| a – b | ≥ 2. 
 

2. Scriind vectorii în funcţie de 1OA  şi 3OA , avem 2OA
2

1
= ( 1OA  + 3OA ), etc. 

Xk ∈  Q2 (k=1, 2, …, 8) ⇒  x1 = x5, x2=x6, x3=x7, x4=x8. 
 
3. Existenţa. Definim: 
 
(*) n= min {t∈N | 2 •  t! ∈  N} 
a2 = [2q] şi ak = [k! •  q] – k [(k - 1)! •  q] ; (k = 3, 4, …, n) 
 
Atunci: 
 

i) n > (din (*)) 
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−
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2 !
 unde xt = [t! •  q]  (t ∈  N) 

iii) (k – 1)!q = x = z + f (z ∈  N şi f ∈  (0, 1)) ⇒kx = kz + kf  < kz + k ⇒   
           0 ≤ ak < k  (k = 3, 4, …, n) 
Unicitatea evident! 
 4. 
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ii) sumele xt={ 2t } (t=0,1,… n)  
Relaţia cerutã are loc în baza principiului cutiei 

(b) Din |k 2 -h| < 
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Subiectul 1: 
zk=cos tk+i sin tk , tk∈[0,2π ), (k=1,2,…,8) 

Re(zk, lz )=cos(tk-tl)=cos lk tt − pt. k l≠  din {1,2,…,8} 

Aplicăm principiul cutiei numerelor tk(k=1,2,…,8) şi  descompunerii 

[0,2π )=U 





 −
4

,
4

)1( ππ jj
,1 8≤≤ j  

Funcţia cos este strict descrescătoare pe 







4
,0
π

⇒ relaţia  

Subiectul 2: 
Ecuaţia se poate scrie sub forma: 2t=1+log2(1+t),unde t=cos 2a 
Graficele functiilor f(t)=2t şi g(t)=t+1,(t R∈ ) se intersectează în punctele (0,1) şi (1,2) 
Funcţia f este convexă şi graficul lui g este o dreaptă 

)1(log11212)1,0( 2 ++<+<⇒+<⇒∈ tttt tt  

)1(log112]1,0[ 2 ++>+>⇒∉ ttt t  

2
}1,0{

π
=⇒∈ at  

Subiectul 3 
Injectivitatea. 
 
Fie 21 zz ≠ din C care satisfac condiţia )()( 21 zfzf = . Din 

2121212 zzzzzz −≤−=−  

urmează 2 ≤ 1, absurd 
 
Surjectivitatea 
 
Folosind forma algebrică standard, se demonstrează că, pentru orice w din C, există 
un z din C astfel încât w = f(z) 
 
Subiectul 4 

1221
2 ,,04 zzRCzzcb =−∈=><−=∆ şi 0≠c  

existenţa 
0,1 11 == vu şi  

( )2,
21
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(sau folosirea inductiei matematice) 
Unicitatea 
este o consecinţă a faptului că z∈C-R 
b) ∃  *

Nn ∈  a.î.zn=vn ∃⇔  *
Nn ∈ a.î. un=0 .*

aNn ∈∃⇔ î. 
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1. Pentru orice k ∈N* avem  

a2k = 1
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12 +
−
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k

a k , a2k+1 =
k

a k 2

1
2 + , a2k+1 = ++

−
− 1
12
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k

a k
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1
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Avem a2k+1 < 3 oricare ar fi k ∈  N*. Într-adevăr a1= 1 < 3, a2 = 1
1

1 +
a

<3 , a3 = a2 + 

2

1
<3. Dacă    k ≥ 2 atunci a2k+1 < ++
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Din a2k = 1
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12 +
−
−

k

a k  şi a2k-1 ∈  (0,3) rezultă că 1lim 2 =
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k
k
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a k 2

1
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k
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n
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2.Fie .
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)(lim
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x
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Conform teoremei de caracterizare a limitei unei funcţii cu ajutorul şirurilor 

avem:   .
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)(lim
l

n
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n
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                               (1) 

şi   .2))()1((lim lnfnfn
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                       (2) 
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, 

de unde, conform lemei lui Stolz-Cesàro, avem .2
ln

)(
lim l

n
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n
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Din (1) şi (3), folosind unicitatea limitei unui şir de numere reale, obţinem 

2l = l,  l = 0,  adică .0
ln

)(
lim =

∞→ x

xf
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3. Fie 







=

dc

ba
A şi 








=

wz

yx
B . Din 0=k

B rezultă că det B = 0 şi cum 

0det)( 2
2 =−+− BIBwxB rezultă că BwxB kk 1)(0 −+== . Dacă x + w ≠ 0 rezultă 

B = 0 şi evident det (A+B) = det A. dacă x + w = 0 atunci 










−
=

xz

yx
B cu x ≠ 0, zy ≠ 0 şi 2z + yz = 0 

Condiţia AB = BA => cy = bz, (a – d)y = 2 b x, (a – d)z = 2cx 
Avem 

( ) ( ) 102 22
2

2 ==>=++−+ SIBIBI δ  

deci proprietatea din enunţ este adevarată pentru A = 2I  

Dar |A| ≠ 0, atunci A + B = A ( )BAI 1
2

−+  şi ( ) CBA =− 21 şi deci  

|A + B| = BAI 1
2

−+⋅α AA =⋅= 1  



Cazul |A| = 0. Fie f : R -> R, f(x) = |I2x + A| şi g : R -> R, g(x) = BAxI ++2 .se 

observă că f şi g sunt funcţii polinomiale de gradul 2. Cum: 
g(x) = )(22 xfBxIBAxI =+=++ pentru o infinitate de x∈R, rezultă că g = f şi în 

particular AfgBA ===+ )0()0(  

4. Există 34  matrice pătrată de ordin 2 cu coeficienţi egali cu -1,0 sau 1.Rezultă că în 
şirul  
                  A,A2,……..,Ak,….. 
avem termeni egali .Există deci s,t *N∈    ts <≤1  astfel încât As=At.Cum 
detA ≠ 0,există A-1

şi înmulţind egalitatea As=At cu A-s= A-1 A-1……A-1,obţinem At-

s=I2,deci Am=I2  
                                                               de s ori 
unde m=t-s *N∈ . 

(2) Fie A= 








dc

ba
 cu a,b,c,d }1,0,1{−∈ a.î. A3=I2.Avem detA *Z∈  şi 

(detA)3=detI2=1. 
Rezultă că detA=1,deci 1=⋅−⋅ cbda .Cum a,b,c,d }1,0,1{−∈ rezultă că da ⋅ =0 sau 

cb ⋅ =0. 
Presupun că d=0.Atunci cb ⋅ =-1 deci  
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1.  – 1 ≤ 
21

2

x

x

+
≤ 1 ⇔  - 1 – x2 ≤ 2x ≤ 1 + x2 ⇔  1 + x2 + 2x = (x + 1)2 

≥ 0. 

Ideea este de a calcula prin părţi luând primitiva sub forma dxx
x

x
)'(

1

2
arcsin

2
⋅

+∫  

(are sens arcsin 
21

2

x

x

+
 , v. 1 !). Din nefericire, f nu este derivabilă şi va trebui să 

„împărţim” problema pe subintervale. Mai precis: 
 
a) Studiul derivabilităţii 
 Avem schema 
R →u  [ - 1, 1] →g  R 
 

u(x) = 
21

2

x

x

+
      g(f) = arcsin t                      f = g �  u. 

 
Funcţia u este derivabilă. Funcţia g este derivabilă pe (- 1, 1) şi nu este derivabilă în t 

= 1 şi t = - 1. Avem t = 
21

2

x

x

+
 = u(x) = 1 ⇔  x = 1 şi t = 

21

2

x

x

+
 = u(x) = - 1 ⇔   

x = -1. Cu teorema lanţului, rezultă că f este derivabilă pe R \ {- 1, 1}, urmând ca, în 
punctele x = 1 şi x = - 1 să studiem separat. Pentru x ∈  R \ {- 1, 1}, avem 
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Cu condiţia formulelor creşterilor finite, derivatele laterale în – 1 şi 1 se calculează 
astfel (f nu are derivată în 1 şi – 1): 
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b) În consecinţă, vom integra separat prin părţi pe fiecare din intervalele I1 )1,( −−∞= , 

I2 = ( - 1, 1) şi I3 = (1, ∞ ), obţinând, respective, primitivele F1, F2, F3, pe care le vom 
„lipi”. 

Pe I1= ( )1,−∞− ,avem  dxx
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+∫  calculate cu schema 

u(x)=arcsin
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Aşadar,există C1∈R aşa că pentru orice x ( )1,−∞−∈ : 
 F1(x)=a(x)+b(x) si F(x) =F1(x)+C1 

Aici    a(x)=
21

2
arcsin

x

x
x

+
, b(x)=ln(1+x2),F1 :(- ∞ ,-1) →R are calitatea că F1’(x)=f(x) 

pentru ( )1,−∞−∈x  si F:R →R este o primitiva a lui f. 

 

Consideraţii similare se fac pe [-1,1) şi [1, ∞ ) (de exemplu pe [-1,1), ∫ + 21
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se calculează cu schema : u(x)=arcsin
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x

x

+
     v’(x)=1 

                                      u’(x)=
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             v(x)=x    etc) 

Obţinem, în concluzie, existenţa a trei constante reale C1,C2,C3 aşa că  
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Deoarece F este continuă ,obţinem 
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La fel: 
 

33
1

22
1

2ln
2

)1()1()(lim2ln
2

)1()1()(lim)1( CCbaxFCCbaxFF
xx

++
Π

=++==+−
Π

=+−==
↓↑

 

Rezultă 112332 2ln22ln22ln22ln
2

2ln
2

CCCCCC =−+=−=⇒++
Π

=+−
Π

 

 
Notăm C1 = C şi primitiva are forma: 
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2. Avem F(2x)-F(x) = x(ln x + a), ),0( ∞∈∀x  
Derivând, avem cum F : [0, ∞ ) este o primitivă  
2f(x) – f(x) = ln x + a + 1, ( )∞∈ ,0x  
Fie b = a + 1. Avem egalităţile 
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care înmulţite respectiv cu 1, ½, … ,1/2n şi adunând, obţinem 
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sau 
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Şi luând x=
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Trecând (*) la limita cu n ∞→  ,avem f(x)=0f(0)+lnx+b-2ln2=lnx+a+1-2ln2. 

Observaţie     Se ştie că 1lnln −=∫ tt tdt  

                                       ctdti =⋅∫  

                f(t)=lnt+c 
            

)ln2(lnln2ln1ln21ln2)()2( 222 ++=++=−+−+−=−⇒ cxcxxxcxxcxxxFxF xxxx

 
şi este suficient să luăm c=a-2ln2 si deci f(x)=lnx+a-2ln2. 

3. Daca A, B ,G∈  atunci det(AB)=detA*detB ≠ 0 si cum 
(AB)I=A(BI)=A(IB)=A(IB)=(IA)B=I(AB) avem AB∈G.Rezultã cã înmultirea 
matricelor este lege de compoziţie pe G, evident asociativã, admiţând ca element 

neutru pe I2 cãci I2I=II2 si det I2=1≠0. Daca A∈G, atunci; detA-1 = 0
det

1
≠

A
 şi 



înmulţind egalitatea AI=IA la stanga şi la dreapta cu A-1 obţinem IA-1=A-1I, deci A-

1∈G. Conchidem ca`(G, ⋅ ) este grup. 

  Pentru A∈M2(R) avem A∈G � A= 








− ab

ba
cu a,b ∈R a2 + b2 ≠ 0 şi se 

verificã imediat cã aplicând f :C* → G.Cum pentru orice z∈C* este gr. abelian 

aceeaşi propr. o are şi grupul G. Cum pentru orice z∈C* z=a+bi exista 2 nr. complexe 
distincte x+iy astfel încat (x+iy)2=z, aceeasi proprietate este adevărată in G pt. f(z)=Ad 

 
 
 
 
 


