Concursul Interjudetean de Matematica “UNIREA 2006
Focsani, 28 ianuarie 2006
Clasa a VII-a - SOLUTII

| a+2b_b+c_2c+a_t

6 7 7
a+2b =6t t
=>2a+2(Mb+c)=15t=>2a+ 14t=15t=>a=—
a+2c=9t 2
bl 17
4 4
a) 3a+b=2+ﬁ=ﬂ:c
2 4 4
b) 2¢* 2 289 _1*
289 289 16 8
b a1 1217 o f 1t r

121 4 121 16 16 16 16 8
¢) DAL t=4a=2b=11,c=17
2.1) n=12k+r, re {0,...,11}
3r+2

x=9k+ e N =>re{2,6,10}

S5r+1

y=10k+ e N=>re{l,7}

x,y€ N = re {2,6,10} n {1,7}=@ = x, y nu pot fi simultan numere naturale.

ii)x=9k+ > T2

e N=re{2,6,10}

y=10ks SK+2

e N=>re {28}

x,ye N = re {2,6,10} " {2.8})={2)=>n=12k+2,ke N

3.a) NSIAB => ADNS =~ ADBA => E=E=i=> DN=iDB ... (2p)
DB DA 13 13

3
BD+-BD

NB _BD+DN _ 1; 16 _4_EA _ NEIAB (Ip)

NC _ DC-DN 50— o 36 9 EC

b) SMIIDC => S,N,F coliniare daca APSE paralelogram (1p)

13
~> DA
MA ~ SA  AD+SD pa+2 pa 16

TSIAC => ATDS = ACDA => 1D = DS = 3 =>TD = iDC
DC DA 13 13



DC+iDC

k
PTIAC=> L4 _TC _DCHID _ —1 10,375 1y (1)
PB TB DB-TD L pe-2 pe 3
13 13
E.E.E:u-i-i:1=>M,N,Pcoliniare
PB NC MA 9 16

Daca Ee (AC) ai % = g atunci APSE este paralelogram

4.

a) Din datele problemei rezulta cd punctele A, P, D sunt coliniare. In plus,
CDIIAB si BDIIAC, de unde obtinem congruenta unghiurilor omoloage.

Vom ardta proportionalitatea laturilor:

DinA—M:A—N:k,ob‘ginem AM:AN: k , de unde
MB NC AB AC k+1
AM:AN: k (1). Sa aratam ca avem MP:NP: k 2).
CD BD k+1 CP BP k+1
Ducem MQIIAC si NRIIAB (Qe BN, Re MC). = Mo = BM , de unde
AN BA
MQ_AN'BM iMP_MQ_AN'BM_AN.BM_k‘BM
BA CP NC BA-NC NC BA BA
Dar BM:BA—AMZI_Ale_ k _ 1 . Asadar.,
BA BA BA k+1 k+1

MPkl k

P k+l k+1

Din (1) si (2) rezultd proportionalitatea laturilor, deci patrulaterele sunt

5 k
asemenea, cu raportul de asemadnare egal cu 1
+

S kY
b) Din a), deducem —22V. — ( ) )
DCPB k + 1



Concursul Interjudetean de Matematica “UNIREA 2006
Focsani, 28 ianuarie 2006
Clasa a VIII-a - SOLUTII

1 n+1 1
< <=> <
[ ”+2j AVn=1 Vn(n+2) An+l1

<=> (n+1) <n(n+2)* <=>1<n’>+n

1 1 n+1
1- <=> < <=>.n(n+2)<n+1<=>0<1
[ n+2j ANn+2  An(n+2)

1 1 1
< —
200642004 /2004 /2006

(+)
! ! ! 1+L<2

V2 2005 2006 V2

S<l+—

1 11
w2 2 B

111

ENCRNCIN

1 1
200652004 /2004 /2005
(+)
NS I S >2< => 9(2007 — 24/4010 > 44010

> | <= —
342 2005 2 Jzoo

<=>2023>18+4010

(adevarat, deoarece 2023 >18-100 > 18+/4010)
Deci [S] =1

2.

5



m*+m+1 n’+n+1
2 +2 5
m°+1 n’ +1

2

EN®5(1+ m j+2(1+ " jeN(:)S Mm_ i enN
m-+1 1

Deci m =6 si

6m 2n Sm 2n 5 2 5 2 5 1 23 Sm 2n
n22=>0<—F—+—-<—+—5=—+—<—+t—=—+-—=—2>—+—
m-+1 n+1l m n m n 6 16 6 8 24 m-+1 n +1
Deci m <5 sau n=1.
I.Dacan=1 = 2m +2€N<:> 52m eN
m-+ 2 m-+1
Dar m>5=0<— <M _3 1 M N ms<d
m +1 m m m°+
Lm=l = 2" 22
m-+1 2
2m=2 = 2 232 gy
m°+1 5
O S L L S P Y
m-+1 10 2
4. m=4 = 52m =ﬁ=§€
m-+1 17 17
II. Decim<5=me {1,2,3,4,5}.
1.m=1:>§+ Sn eN(:)2+l+ . eN(:)l+ 52n eN
n’ +1 2 n+1 2 n+1
daca
n=22=0< 3” <2—’::%£%=l:l<l+ 52n <l+l:l+ 52n g N=>n=1
n+1l n n 2 8 2 2 n+l1 2 8 2 n+1
nu verif.
2.m=2 =2+ - eNs S e N=>n=1
n +1 n +1
3 2n 1 ..
3m=1 > —+——€ N & —+——€ N nu are solutii (analog 1)
2 n+1 2 n+1

g N



20 2n N<:>3+ 2n

dm=4 = —+——¢ —+——€N
17 n>+1 17 n’ +1
Deci
nr2m0< 2t L 3 3, m 3 1 3, eN=>n=1

5

=<+ < <
n+1 8 17 17 n’+1 17 8 17 n’+1

care nu verifica

5.m=5 :>§+ 52n eN
26 n’+1

Daca

n23:>0<§+ 52n <§+2—?_§+2;53=§+3<1:§+ 52n g N=>n=1
26 nw+1 26 n 26 3 26 81 26 n’+1

care nu verifica ,sau n=2 care nu verifica.Deci A={(2,1)}
3.a) MO I.m.in AVBD=MOIIVB = MOII(VBC).

b) BD=a = ABDC echilateral = BN 1 DC
VD 1 (ABCD) = VD _LBN = BN L (VDC).

c) Fie DE L MN

BN L (VDC) =DE_LBN }3 DE L (BMN).

iADm BN={S} = O mijl. (AS).
In planul (ASE) ducem AP,IIDE
DEI(BMN) } = AA, L (BMN)

D mijl. (AS) = AA=2-DE.

a
2

2
= DE =

a2
L

ADMN, MN=

av2

Deci AA= .
2

4. a)Consideram punctul A’ de aceeasi parte a planului cu punctele B’,C",D" si fie
{0}=AC N BD.In trapezul BB’D’D,[OO;] este linie

BB -;DD = 20+40 =30cm .In trapezul AA’C’C,[00;] este linie

AA+CC'  AA'+100
2 2

mijlocie,= O0,=

mijlocie ,= 00, = . Din coplanaritatea punctelor



AA'+100

A’,B’,C’,D’,deducem 00,=00, .= =30 & AA'= —40cm Deducem ca

punctul A’ se afla Tn semispatiul opus celui 1n care se afla B’,C’D’.
b)Fie {(M}=BCNB’C’; in

AMCC', = MB _ BB - MC - BC _ BB N MC —-48 _ 20
Mc CC MC cc MC 100
Analog,{N}=DCND’C’ si din ANCC’,= NC = 80cm.
Intersectia planelor (A’B’C’) si (ABC) este dreapta MN. Distanta de la punctul C la
dreapta MN este egald cu Tnéltimea din C n triunghiul MCN, care are lungimea egala
MC-NC _ 60-80 — 48¢m

MN 60> + 80

= MC = 60cm.

1
5

cu




Concursul Interjudetean de Matematica “UNIREA 2006
Focsani, 28 ianuarie 2006
Clasa a IX-a - SOLUTII

1. Fie S; multimea de solutii. Consideram a<b.
(@) S;=¢ dacir<b-a dinr=lx -al+Ix-bl>1(x-2a)+ (b-x)l

S.=[a,b], dacir=b —a
S; are doud elemente, dacar > b — a.

(b) -1,0, 1 € S;(r fiind valoarea comuna a expresiilor din enunt) >a<-1si1<b =

la—bl>2.

2. Scriind vectorii in functie de OA, si OA, , avem OA, = ]

Xy e Q2 (k=1,2, ..., 8) = Xi =Xs, X2=Xg, X3=X7, X4=Xg.
3. Existenta. Definim:

(*)n=min {te N |2 o t! € N}
a=[2¢sia=[k!®q]l-k[k-1)!eq];k=3,4,...,n)

Atunci:

i) n > (din (*))
.. a, x X,
11) —_— =

kKK (k—=1)!

L 04 + 04)), ete.

(k=3, 4, ...,n)=q=2% unde x, = [t! ® q] (te N)
k=2 .

1i1) k-Dlg=x=z+f(ze Nsife (0,1)) =>kx=kz+kf <kz+k =

O0<ar<k (k=3,4,...,n)
Unicitatea evident!
4.
(a) Consideram:

1) --descompunerea [0,1)= {O, lj U {l,zj U...J [
n nn

i)  sumele x={7+2 } (t=0,1,... n)
Relatia ceruta are loc 1n baza principiului cutiei

(b) Din Ik+/2 -hl < 1 rezulta -

n

n—l’lj
n

1
\/5 —— < —< k_ deci existd numere rationale care

nk
satisfac COIldl!:la din enunt

h2

) .. ) h
Daca ar exista un numar finit de numare rationale q1=k—1 , q2=k— yeenes
1 2

q=—

t

care sa satisfaca conditia din enunt, alegem un numar,alegem un numar natural m din



N
k

1

(%'ooj, unde o = min{

contradictie

= 1,2,....t}. Aplicand (a) numarului m se obtine o



Concursul Interjudetean de Matematica “UNIREA 2006
Focsani, 28 ianuarie 2006
Clasa a X-a - SOLUTII

Subiectul 1:

Zx=COS t+i sin ty , tye [0,2 7), (k=1,2,...,8)

Re(z, 7, )=cos(t-t)=cos |, —t,|pt. k=1 din {1,2,....8}

Aplicam principiul cutiei numerelor ty(k=1,2,...,8) si descompunerii

[0,27:):U[¥,{T”j,13j38

. . o T .
Functia cos este strict descrescatoare pe [O, Zj = relatia

Subiectul 2:

Ecuatia se poate scrie sub forma: 2t=1+log2(1+t),unde t=cos 2a

Graficele functiilor f(t)=2"si g(t)=t+1,(te R) se intersecteazi in punctele (0,1) si (1,2)
Functia f este convexa si graficul lui g este o dreapta

te(0,)=2' <r+1=2" <t+1<1+log,(t+1)

te[01]=2" >r+1>1+log,(t+1)
te{O,l}:az%

Subiectul 3
Injectivitatea.

Fie z, # z,din C care satisfac conditia f(z,) = f(z,). Din
A2 =zl =[a] |zl €| -
urmeaza 2 < 1, absurd

Surjectivitatea

Folosind forma algebrica standard, se demonstreaza ca, pentru orice w din C, exista
un z din C astfel incat w = f(z)

Subiectul 4

A=b*>—4c<0=>7,2,e C—R,z, = 2,51 c£0
existenta

u, =1,v, =0si

n—1

4 =2 g =z

u, =———€R,v, =-22,

5174 1172,
(sau folosirea inductiei matematice)
Unicitatea

este o consecinta a faptului ca ze C-R
b) 3 ne N aiz'=v, @3 ne N ail u,=0 Ine N a.i.

e R(n>2)

(ij =1 (:)ﬁ:cosq;c+isinq;c,unde qe Q—-Z72.
2, <
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Clasa a XI-a - SOLUTII

1. Pentru orice k € N* avem

a a 1
2k-1 2k—1
ax = +1, a1 =a,, +—, a1 = +1+

2k —1 2k 2%k —1 2%

. ) N . a
Avem ay,; <3 oricare ar fi k € N*. Intr-adevara;=1<3,a,= —+~+1<3,a3=a, +

+1+i<§+1+l<3.
2k -1 2k 3 4

1 . )
5 <3.Daca k>2 atunci asy <

Din agc= ~2L 41 §i a1 € (0,3) rezultd ¢ limay, =1. Acum din a1 =as, + 2
rezultd ca l{im ., =1, adicd lima, =1

lim
2.Fie EAC)) =leR.

x—oo Inx
Conform teoremei de caracterizare a limitei unei functii cu ajutorul sirurilor
lim

avem: f =1 (D

n—o Inn
si limn(f(n+1)—f(n)) =2l )

beoarece L FD=S) _ n(fa+D=f@)

In(n+1)—Inn lnml)n
n

deducem, folosind (2), ca lim S+ D=j) =21,
n>e In(n+1)—Inn

f(n)

de unde, conform lemei lui Stolz-Cesaro, avem liml— =2l
n—o0 n n

Din (1) si (3), folosind unicitatea limitei unui sir de numere reale, obtinem

=1 1=0, adici lim 2 = 0.

x> I x

) a b) . Xy . k s .z :
3.Fie A= si B= .Din B" =0rezultd cd det B =0 si cum
c d zZ w

B* —(x+w)B—1,detB=0rezulti cd 0= B* =(x+w)""' B. Daci x + w# 0 rezultd
B =0 si evident det (A+B) = det A. daca x + w = 0 atunci

z —X
Conditia AB=BA =>cy=bz,(a-d)y=2bx, (a—d)z=2cx
Avem

(I, +B) —2(I,+B)+dl,=0=>S=1

deci proprietatea din enunt este adevarata pentru A =1,

Dar IAl#0, atunci A+ B=A (I, + A"B) si (4”'B)’ = Csi deci
IA + Bl =|a]-|1, + A" B =[A|-1=|4

Xy .
B:( jcuxiO,zy¢0§1z+yz=0



Cazul IAl=0.Fief: R >R, f(x) =ILbx + Alsig: R->R, g(x) = |12x+A+B .se
observa ca f si g sunt functii polinomiale de gradul 2. Cum:

g(x) :|12x +A+ B| = |12x + B| = f(x)pentru o infinitate de xe R, rezultd ca g =f si In
particular [A+ B| = g(0) = f(0) =|A|

4. Existd 3" matrice patratd de ordin 2 cu coeficienti egali cu -1,0 sau 1.Rezulta cd in
sirul

AN AL
avem termeni egah Exista dem s,te N* 1<s<¢t astfel incat A’=A".Cum
detA # 0,existd A”'si inmultind egalitatea A’=A"cu A™= ATAT L A’ obtinem A"

*=I,,deci A"=I,
de s ori
unde m=t-se N *.

(2) Fie A= (“

c
(detA)’=detl=1.

Rezulta ca detA=1,deci a-d —b-c =1.Cum a,b,c,de {—1,0,1} rezulta ca a-d =0 sau
b-c=0.

Presupun cd d=0.Atunci b-c =-1 deci

a -1 a 1
A= sau A= cu ae {-1,0,1}
1 0 0

b
d] cuab,cd e {—-1,0,1}al A’=L.Avem detA € Z* i

1 0
Cand a=-1 ,A= =I,
0 1
Deci mp=3.Asadar gasim B = ( J cu mg=2.Atunci
-1 1 0 O
A O 1 0 0 0.
C= = si mc=6.
0 B 0 0 0 1
0O 010
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L-1< 12"2 <le-1-¥<x<l+x o 1+ +2x=(x+1)*>0.
+x
Ideea este de a calcula prin parti luAnd primitiva sub forma .[ arcsin " 2x —+(x)'dx
+x

(are sens arcsin v. 1 !). Din nefericire, f nu este derivabila si va trebui sa

1+x2°

,impartim” problema pe subintervale. Mai precis:

a) Studiul derivabilitatii
Avem schema
R——[-1,1] 4= R

u(x) = g(f) = arcsin t f=gou

1+ x?

Functia u este derivabila. Functia g este derivabild pe (- 1, 1) si nu este derivabild in t

=lsit=-1. Avemt= 2x2 =ux)=1 e x=1sit= 2x2 =ux)=-1 <
1+x 1+x
x = -1. Cu teorema lantului, rezultd ca f este derivabild pe R\ {- 1, 1}, urmand ca, in

punctele x = 1 si x =- 1 sa studiem separat. Pentru x € R\ {- 1, 1}, avem

, 1 2x 1+x° 1-x° A
S = > ’(1+x2j:2’ S SR P Ry
) e
1+x
2 .
- = daca X € (—oo,—1) U (1,00)
adica: f'(x) = 12+x
= daca xe (LD
1+x

Cu conditia formulelor cresterilor finite, derivatele laterale in — 1 si 1 se calculeaza
astfel (f nu are derivata in 1 si — 1):

2 S 2
EREAL i i

FLb =t

=1; fM=1; f,H=-L

b) In consecintd, vom integra separat prin parti pe fiecare din intervalele I; = (—oo,—1)
L=(-1,1)si 3= (1, «), obtinand, respective, primitivele F;, F,, F3, pe care le vom
,lipi”.

Pe ;= (— oo,—l),avem I arcsin i -(x)'dx calculate cu schema
+Xx

u(x)=arcsin N v (x)=1

2
X



u(xX)=— v(X)=x

dx =x arcsin 2x2 +.[ 2x2 dx=x
1+x 1+x

.[ arcsin >

1+ x

. 1+ x? .
arcsinx+ %dx = xarcsin x + In(1+ x?).
+ X

Asadar,existd C;e R asa ca pentru orice xe (— oo,—l):
Fi(x)=a(x)+b(x) si F(x) =F;(x)+C;

Aici  a(x)= xarcsinlz—x2 , b(x):ln(1+x2),F1 :(-o0,-1) >R are calitatea ca F;’(x)=f(x)
+ Xx

pentru x € (—eo,—1) si F:R —R este o primitiva a lui f.

dc

Consideratii similare se fac pe [-1,1) si [1, ) (de exemplu pe [-1,1), J-arcsin .
+x

< . 2x
se calculeaza cu schema : u(x)=arcsin s v (x)=1
+x

u’(x)= v(x)=x etc)

1+ x?
Obtinem, in concluzie, existenta a trei constante reale C; C, C; asa ca

a(x)+b(x)+C,,daca X€ (—o0,—1)
F(x)= < a(x)—b(x)+C,,daca xe[-1D
a(x)+b(x)+C,,daca xe[l,00)

Deoarece F este continud ,obtinem

F(-1)=lim F(x):a(—1)+b(—1)+C1=%+ln2+ C = liml F(x)=a(-1)-b(-
1)+C2=§—ln2+C2
< T V2
Rezulta E+ln2+ C, =E—ln2+ C,=>C,=C, +2In,
La fel:

F(l)=li%1F(x)=a(l)—b(l)+C2 =%—ln2+C2 zliElF(x)za(l)+b(l)+C3 =%+ln2+C3

Rezulté%—ln2+C2 =%+ln2+C3 =C,=C,-2In2=C,+2In2-2In2=C,

Notam C; = C si primitiva are forma:

a(x)+b(x)+C,—o< x<—1
F(x)=qa(x)=b(x)+C+2In2-1<x<1
a(x)+b(x)+C,l<x<e



2. Avem F(2x)-F(x) = x(In x + a), Vx e (0,0)
Derivand, avem cum F : [0, ) este o primitiva
2f(x) —f(x)=Inx +a+ 1, xe (0,00)

Fieb =a+ 1. Avem egalitatile

2f(x)—f(§j:1n§+b /1

X X X 1

X X X 1
2 — =In +b /
f[znj f[znﬂj 2n+l 2”

care Tnmultite respectiv cu 1, %2, ... ,1/2" si adunand, obtinem

1 X 1 1 2 3 n+1 1 1
2f(x)— =l1l+—+.+— |Inx—|1+—+—+...+ In2+|1+—+...+
f( ) 2n f(zn-%—lj ( 2 2}1) [ 21 22 2n j ( 2 2}1)
sau
1 X 1" 1 2 n+l1
X) = +|1—|— Inx+6)-In2-| —+—+...+
f( ) 2n+1 f(zn-%—lj [ ‘2 j( ) (2 22 2n+1j
n+l
Pentru calculul sumei l + % Foeeeeeeenn, + " +11 = z k — ,observam
2 2 2" = 2
n+l n+l n+2_ ' _ n+l _ _ n+2
Zk'xk=x'2k'xk_l=x(1+x+ ....... +x"+1)'=x(x 1) =x(n 12" 12) ol
k=1 k=1 x—1 (x—1)

Si luand X:% avem

1 1

it (n+2) = 1
L 2" 2 52
i1 2 2 l
4

Trecand (*) la limita cu n — o ,avem f(x)=0f(0)+Iny+b-2In,=In,+a+1-21n,.
Observatie  Se stie ca jlntdt =tln,—1
J-i -dt =ct
f(t)=In+c

= F(2x)-F(x)=2xIn, —14+2cx—xIn +1-cx=xIn _+2xIn,+cx=x(In_+c+2In,)

si este suficient sa ludm c=a-2In; si deci f(x)=Iny+a-2In,,

3. Daca A, B € G, atunci det(AB)=detA*detB # 0 si cum
(AB)I=A(BI)=A(IB)=A(IB)=(IA)B=I(AB) avem ABe G.Rezulta ca inmultirea
matricelor este lege de compozitie pe G, evident asociativd, admitand ca element

neutru pe I, caci L,I=I1, si det [,=1#0. Daca A€ G, atunci; detA™! =

#0 si
det A



inmultind egalitatea AI=IA la stanga si la dreapta cu A obtinem IA'=A""I, deci A
'e G. Conchidem ca'(G, - ) este grup.

a

b
Pentru Ae M(R) avem Ae G & A=( jcu abeR a2 +b> £0 Si se

-b a
verifica imediat c@ aplicand f :C" > G.Cum pentru orice ze C_ este gr. abelian

aceeasi propr. o are si grupul G. Cum pentru orice ze C* z=a+bi exista 2 nr. complexe
distincte x-+iy astfel incat (x+iy)’=z, aceeasi proprietate este adevirata in G pt. f(z)=Aq



