A 63-A OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA

SOLUTII

CLASA A VII-A

Subiectul 1. a) Fie M si N proiectiile lui P pe AB, respectiv C'D. Atunci
PB?—PA%? = MB?>-~MA? = NC?*-ND? = PC?-PD? deunde PD = /2.

.................................................................... 2p
b) Cum APAB = APAD (LLL), rezultd ca m(£PAB) =45°. ........ 2p
Din teorema lui Pitagora, PM = % = 1 PB, de unde m(<PBM) = 30°.

.................................................................... 2p
m(<APB) = m(<APM) + m(<MPB) = 45° + 60° = 105°. ....... Ip

Solutia 2. a) Dacd {O} = AC N BD, segmentul [PO] este mediand in
triunghiurile (eventual degenerate) PAC si PBD, de unde PA?4+PC? = PB?+

PD? Rezultd cd PD = /2. ..o 2p
b) Fie @ astfel incat PB = BQ, m(£PBQ) = 90°, P si @ de o parte si de
altaalui BC. Atunci A ABP=ACBQ (LUL). ... ... 2p
Din teorema lui Pitagora in APBQ, P(Q) = 2, iar din reciproca teoremei lui
Pitagora in APCQ rezulti m(ZLPCQ) =90°. ..., Ip
Cum CQ = %PQ, rezultd m(<<CPQ) =30°% ....ooiiiiiiii... Ip
m(<APB) = m(<CQB) = m(<CQP)+m(<PQB) = 60°+45° = 105°.
.................................................................... Ip
Subiectul 2. Construim D’ simetricul lui D fatgide A. ................. 1p

Notand m(<ABC) = m(<«ECD) = m(<CED) = uz, rezulti ci
m(<ADB) = 2z si m(<ABD') = m(<ABD) = 90° — 2z, de unde rezulti ci
m(<KCBD") =2 4+90° =22 =90° — &, ...ttt 2p

In triunghiul BC'D’, deoarece m(<tBD'C) = 2, rezulti ci m(<BCD') =
90° — x = m(<CBD’), deci triunghiul D' BC este isoscel si D'C = D'B =
DB o 2p

Dar DC = DE,deunde BE = BD—-DE =CD'—CD = DD’ =2-AD.
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Subiectul 3. a) Cum (m? — 2n) | (n? + 2m) si n? + 2m > 0, rezultd
m? — 2n < n? + 2m, adici (m — 1)2 < (n + 1)2, sau m < n + 2. Analog,
n<m-+2. in consecintd, [m —n| < 2. ... 2p

b) Presupunem n > m. Atunci n € {m,m + 1,m + 2}.

2
Dacd n = m, trebuie ca nt 5 = 1+ 5 € Z,deunde n € {1,3,4,6}.
n — n—
Obtinem perechile (n,m) € {(1,1),(3,3),(4,4),(6,6)}. ...t 1p
242 2 1
Dacén:m+1,atuncim:1 m
n2 — Q{n m22 +1 )
Pentru m > 3 avem 0 < - < 1, deci mt ¢ 7
2 1m2 +31 m ]
2 Pentru m = 1, 7:;7—1—’:1 =5 ¢ 7, iar pentru m = 2 (n = 3) avem
2 13
nhem 25 ¢ 7. Asadar in cazul n = m + 1 nu avem solutii. .......... 1p
m2—2n -2 , ,
2 2
Dacan = m + 2, avemm =1€Z. Trebuiecau =1+
n? —2m m? —2n
8m + 8

———F— € Z.
m?—2m —4 A
Dacid m > 12, atunci m? — 2m — 4 > 8m + 8. Intr-adevir, m? — 10m —
12 = m(m — 10) — 12 > 12 -2 — 12 > 0. Rezultd cd pentru m > 12 avem
2
2
n2+72m ¢ Z. Pentru m € {1,2,...,11} se verificd perechile obtinute si se
—2n
2
2
consAtaté cid % € Z pentru (m,n) € {(2,4),(3,5),(4,6)}
In concluzie, avand 1n vedere simetria fractiilor,
(m,n) € {(1,1),(3,3),(4,4),(6,6),(2,4), (4,2),(3,5), (5,3), (4,6), (6,4)}.

m

Subiectul 4. Sd numim convenabil, respectiv neconvenabil, un numadr care se
poate, respectiv nu se poate scrie ca suma dintre un numadr si un redus al sdu.

Suma dintre numarul A = ayasasasasagay siredusul sdu B = a1aa3a4a506
este numirul 11 B+a7, adici un numir de cel putin 7 cifre, mai mare decat 11-10°,
care nu da restul 10 la Tmpartirea cu 11.

Alegand 1n mod potrivit numdrul B si cifra a7, rezultd cd orice numar de 7
cifre, mai mare decat 11 - 10°, care di restul diferit de 10 la impértirea cu 11, este
convenabil. ... ... ... Ip

Suma dintre numarul C' = ¢1¢a¢3¢4¢5¢g si redusul sdu D = €1¢ac3c4Cy este
numirul 11D + cg, adicd un numir de cel mult 7 cifre, mai mic decat 11 - 105,
care nu da restul 10 la Tmpartirea cu 11.

Ca urmare, alegind Tn mod potrivit numarul D si cifra cg, rezultd cd orice
numir de 7 cifre, mai mic decat 11 - 10°, care di restul diferit de 10 la impirtirea
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cull esteconvenabil. ........ ... .oiiiiiiiii e 1p
Asadar, numerele neconvenabile se afla in multimea numerelor de 7 cifre care
dau restul 10 la impirtirea cu 11. Intrucit suma oricirui numdr natural cu orice
redus al sdu, altul decét cel obtinut prin stergerea ultimei cifre, este un numdr par,
rezultd cd numerele de 7 cifre, de forma 22p + 21, p € N, sunt neconvenabile. 2p
Réamaéne si studiem situatia numerelor de 7 cifre de forma 22p + 10, p € N.
Vom ardta cd aceste numere se pot scrie sub forma

a1az...0p—20n—10y + G1032...Gn—2a, = 110 - a1az...an—2 + 10 - a1 + 2a,,

unde n € {6,7}.

Numerele de forma 22p + 10, p € N, au, in functie de restul Tmpértirii lui p
la 5, una din formele 110k + 10, 110k + 32, 110k + 54, 110k + 76, 110k + 98,
ke N.

Alegand k = ajas...a,—2 si, de exemplu,

(anfla an) € {(L 0) ) (37 1) ) (57 2) ) (773) ) (9a 4)} )

rezultd ca numerele de forma 22p + 10, p € N, sunt convenabile. ........... 2p

Ca urmare, numerele neconvenabile de 7 cifre sunt cele de forma 22p + 21,
p € N. Din 105 < 22p + 21 < 107 — 1, rezultd ci 45454 < p < 454 544.
Cum p ia 454 544 — 45454 + 1 = 409 091 valori, rezultd ca sunt 409 091 numere
neconvenabile de 7 Cifre. ... ... .. . 1p

CLASA A VIII-A

Subiectul 1. Notim relatiile date:

ab+c+d=3 (1) bc+d+a=5 (2)
cd+a+b=2 (3) da+b+c=6 (4)
Adunénd relatiile (1) si (2) si scdzand relatiile (3) si (4) obtinem

(b—d)(a+c—2)=0.

Pentru b = d, din (1) si (4) se obtine o contradictie, decia +c=2. ..... 3p
Adunand relatiile (3) si (4) se obtine (d+1)(a+c¢) + 2b = 8, de unde
D = 3e e 2p

Adunand relatiile (2) si (3) se obtine (¢ + 1) (b+d) + 2a = 7, de unde
3c+2a =4.
Rezultia =2,0=0,c=0sid=3. ... .. .. 2p
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Subiectul 2. Fie D, respectiv D', multimea dreptelor, oricare doud neparalele,
care formeazid cu semidreapta pozitivi Ox unghiuri ascutite, respectiv obtuze.
Daca o dreaptd d € D contine punctele P, P» € X, atunci P; P, este diagonala
in dreptunghiul P;QP>Q2, unde @1, Q2 € X, deci fiecirei drepte d € D 1i

corespunde o dreaptd d’ € D/ SiTeCiproC. ..........ouiuiiiiiiieaaanan.. 2p

Tangentele unghiurilor formate de dreptele d € D cu Ox sunt numere dis-

tincte de forma g, unde z,y € {1,2,..,9}, (z,y) = 1. .ot 2p
X

1
Pentru z € {1,2,...,9}, sunt 9 fractii ireductibile de forma —, 5 fractii ire-
T
2 4
ductibile de forma —, 6 de forma §, 5 de forma —, 8 de forma —, 3 de forma g,
T x

7 8 9
8 de forma —, 5 de forma — si 6 fractii ireductibile de forma —. ............ 2p
x x x

Ca urmare, multimile D si D’ au fiecare cite 55 de elemente, iar numarul
dreptelor cautate este 112 (se adaugi o dreaptd paraleld cu Oz si una paraleld cu

Oy ) et Ip
Subiectul 3. Relatia HH' | (ACD) implici HH' L CD si, cum CD L
BH,obtinem CD L (BHH'). ..o 1p
Deoarece AH' | CD rezulta AH' C (BHH'), deci CD L AB (1)
(punctele A, H, H', B sunt coplanare). .................ccoeuiuiniaeanan... Ip

Din AC L DH'si AC L HH' obtinem AC | (DHH'), prin urmare
DH 1 AC.Cum DH | BC,rezulta DH | (ABC),deci AB 1L DH. (2)

Din (1) si (2) rezulticd AB L (BCD). ..o.vvuiiiiiiiiiiiiiiiini... 4p
MG MG 1
Daca M este mijlocul lui [C' D], din MA-MBE-3 obtinem GG’ || AB.

Deoarece AB | (BCD) si GG' || AB, rezulta GG’ L (BCD). ........ lp

Subiectul 4. a) Fie A = {a1,a2, ...,ap} si B = {b1,b2, ..., b}, cua; <
az < ...<apsiby <by < ...<by.

Numerele a1+b1 < as+b1 < ... < ap+by < ap+by < ap+bsz < ... < ap+b,
sunt elemente ale multimii A + B, deci 2p — 1 < 2013, adicd p < 1007. ....2p

Considerand multimile A = B = {0, 1,2, ..., 1006} , rezultd ci p = 1007. 1p

b) Fie A = {ay,a9, ...,an} si B = {b1,ba, ....bn},cua; < az < ... < ay,
sib) < by < ... < by.

Intrucat numirul de perechi (a,b) € A x B este n?, rezulti ci multimea A+ B
contine cel mult 72 elemente. Intrucét card (A + B) = 2013, rezulti n? > 2013,
deunde n = 45, ... 2p

Considerind multimile A = {0,1,2,...,44} si B = {0,45,2-45,3 - 45,
oy 424543 - 45,1068} , tezultd CAn = 45. « v\ 2p
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CLASA A IX-A

Subiectul 1.

Daca a, b, ¢ sunt laturile, atunci
HA ¢ DB ¢ QA

Ab+e ¢

= o e = e = e = 3
HC a2’ DC b QD a? c b—c P
BO=""CBA+ BB Ip
— b—c—=— c¢+b b—c— ¢
BM = 2—CBA BD=""CBA+SBC.................. 1
2 Z 2 2 +Qb? P
si, analog,BTV} = _GB?—F gB—zzl, de unde
2b 2b
1 —-b
MN = o ((b—a - )BC + (a—c—h)BA) :“chcﬁi,
ceea ce dovedeste concluzia. . ... e 2p

Subiectul 2. Aritim ci functiile care convin sunt cele de forma f(x) = z+c,

precum si cele de forma f(x) = —x + ¢, ¢ € R (este evident ci acestea verificd
&3 102 1 Ip

Pentru aceasta ardtam ca
[f(x) = f(y)| = [z —y|, Y2,y € R. (1)

Intr-adevir, daci a < bsi d = b — a, atunci imaginea intervalului I = (a —
d, b+ d) este un interval deschis J de lungime 3d, iar imaginile intervalelor (a —
d,a), (a,b), (b,b+ d) sunt trei intervale deschise J1, J2, J3 astfel incat fiecare are
lungimeadsi J = JyUJaUJsU{f(a)} U{f(b)}. Aceasta nu este posibil decat
daca Jy, Jo, J3 sunt disjuncte iar f(a) si f(b) sunt punctele care impart .J in trei
parti egale, deci |f(a) — f(D)| =d...oooeee 4p

Din (1) deducem |f(z) — f(0)| = |z|, deci f(z) = ¢ £ z, unde ¢ = f(0).
Apoi, din |f(z) — f(1)] = | — 1|, In cazul f(1) = ¢+ 1 rezultd f(c) = c+ x
pentru orice z, iar in cazul f(1) = ¢ — 1 rezultd f(c) = ¢ — x pentru orice x..2p



A 63-A OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA — SOLUTII 13

Subiectul 3. Daci notdm x,,41 = 1, atunci

n 3 3 n n
Z Ti = Tip Z <x2 22 1 TiTit1 (Tip1 — l“z')) _ Z TiTit1 (Tit1 — T;)

PRI i~ Tl = .
Tt Ty Ti + Tit1 P Ti+ Tit1
....................................................................... 3p

. Tixir1 (i1 — 5 1 .
Pe de altd parte, —— -+ (it i) < —wiy1 (w41 — ;); prin adunarea
Ti + Tit1 2

acestor inegalitdfi pentru ¢ = 1,2,...,n obtinem concluzia. ................ 4p

Subiectul 4. Conditia este (ny + ng + ...+ ng)/d = 2", m € N*, unde d
este cel mai mare divizor comun al numerelor 79,12, ..., Mg. oo vvvinnnn. Ip

Intr-adevir, daci a,b sunt numere naturale, atunci (¢ — b,2b) = (a,b) sau
(a — b,2b) = 2(a,b) deci, dupd orice mutare, cel mai mare divizor comun al
numerelor creioanelor din gramezile rimase se pastreaza sau se Tnmulteste cu 2.
In final riméne o graimadd cu ny + ... + ng = 2d, m € N* creioane........ 3p

Reciproc, daci ny + ng + ... + ng = 2"d, m € N*, atunci demonstrdm prin
inductie dupd m cd exista o succesiune de mutdri prin care toate creioanele se pot
transfera Tn aceeasi gramada.

In cazul m = 1 avem doui grimezi cu n; = ny creioane, deci dupi o mutare
obtinem o singurd gramada.

Presupunem apoi ci afirmatia este adevirati pentru m < p si orice d. in
situatia ny + ng + . .. + ng = 2PT1d, cardinalul multimii

A=1{i|1<i<k,n;/desteimpar}

este numdr par, deci putem grupa doud cite doud grimezile cu n;,i € A ele-
mente si, efectuéind cite o mutare in fiecare grupd, obtinem gramezi cu n/, ..., n]
creioane, cunf+...+n; = 29(nf,...,n;), ¢ < p. Conform ipotezei de inductie,
de aici avem o succesiune de mutdri care deplaseazd toate creioanele 1n aceeasi
SrAmMAada. . ... 3p

CLASA A X-A

Subiectul 1. Fie z = a + bi un numir complex de modul 1 cu a € Q; avem
a®? 4 b? = 1. Un triunghi echilateral cu proprietitile din enunt si cu un varf in z

are celelalte doud varfuri in punctele de afixe z(—1/2 + (i7v/3)/2), .......... 2p
numere avand pirtile reale egale cu —a/2 £ (bv/3)/2. Cum a € Q, rezulti ci
—a/2+ (bv/3)/2 € Qdacid si numai dacibv/3 € Q. ... ..., Ip

Fie ¢ = b/v/3 € Q. Problema revine la a demonstra ci existi o infinitate de
solutii (a,q) € Q x Q ale ecuatiei a® + 3¢*> = 1, i.e. ecuatia m? + 3n? = p?
admite o infinitate de solutii (m,n,p) E Nx NxN. ...................... Ip
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Cum 3n? = (p — m)(p + m), cutdm solutii pentru care p — m = 3 si
p4+m =n? Avemn? = 2m + 3, decinesteimpar. ...................... 1p

Alegand n = 2k + 1,k € N*, obtinem m = 2k?>+ 2k — 1 sip = 2k> 4+ 2k +2.
Atunci a = (2k% 4 2k — 1)/(2k% + 2k + 2), b = ((2k + 1)v/3)/(2k* + 2k + 2),
iar z = a + bt are modulul 1 si a,b > 0, deci triunghiul echilateral cu un varf in
z este unic determinat. Cum k € N este ales arbitrar, rezultd ca exista o infinitate
de triunghiuri cu proprietatea Ceruta. ............ooirritrriiiiieaa 2p

Subiectul 2. Considerdm punctele A, B, C' si M avand afixele a, b, ¢ si
respectiv z. Atunci triunghiul ABC este echilateral, inscris in cercul de raza 1
centrat Tn originea O a planului complex. ......... ... ..., 1p

Pentru inegalitatea din stdnga, avem succesiv

Y lz—al =) lallz—al =) |az—aa| >
> (az =) =[2("a) -3 =3.

Demonstram inegalitatea din dreapta. Considerdm o coardi care trece prin M
si fie P, () punctele sale de intersectie cu cercul circumscris triunghiului ABC'.
Fie p si ¢ afixele punctelor P si Q. Existd a € [0, 1] astfel cam = ap+ (1 — a)q.
Prin urmare

dlz—al=) lap+(1-a)g—al<ad [p—al+(1—a))> lg—al
deci
> 1z —al <max {3 p—al,>la—al}.

Fird a restringe generalitatea, presupunem cd max{»  |p—al,> |¢—al|} =
> |p — al si cd P este pozitionat pe cerc intre A si C. Din identitatea lui Ptole-
meu obtinem PA + PC = PB, adicd |p — a| + |p — ¢| = |p — b|. Atunci
Ylz—al <> |p—a|] =2|p— b| <4, ceea ce trebuia demonstrat. ......... 2p

Nota. Egalitatea din membrul stang se realizeaza in cazul z = 0, iar pentru
membrul drept dacd z € {—a, —b, —c}.

Subiectul 3. a) Aplicind inegalitatea mediilor obfinem
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Din inegalitatea mediilor avem

r+y+z ab <w+y+z+ab(1/x+1/y+1/z) 1

e < T : = U@ W) ()
....................................................................... Ip
unde f : (0,00) — (0,00), f(t) =t+ —. Avem
Ha+b— f(t) = (b—1)(t—a) > 0t € [a,B],
deunderezulticd f(t) <a+b, t € [a,b]. ..o 1p
Atunci f(z)+f(y)+f(z) < 3(a+b), de unde rezultd T g * n " (;:byz < a+b.
.................................................................... Ip

b) Conform punctului anterior, este suficient s demonstrdim cd intervalul
[2V ab, a + b] este inclus in multimea din membrul sting. Vom arita ca

[2Vab, a + b] C f([a,b]).

Pentru aceasta, fie s € [2Vab,a + b]. Ecuatia f(t) = s este echivalenti cu
t2 — st + ab = 0. Deoarece s > 2v/ab, discriminantul s® — 4ab este pozitiv, deci

ecuatia admite solutiireale, ........... ..ot Ip
care apartin intervalului [a,b]. ......... .o i Ip
+ Vs2 — 4ab b
Alegﬁndm:y:z:u,obginem$+y+z+‘a = s, de
2 3 Jryz
unde rezultd Cerinta. . .........ouiinnnttte ettt Ip

Subiectul 4. Problema cere determinarea numarului de functii care sunt strict
crescitoare pe multimile {1,2,...,7 — 1,4} sipe {¢ + 1,7 + 2,...,n}, dar care

nu sunt strict crescitoare pe multimea {1,2,...,n}. ........ ... L Ip
Imaginea unei functii injective f : {1,2,...,n} — {1,2,...,m} este o
multime cu exact n elemente. Pentru o fungtie f : {1,2,...,n} — {1,2,...,m}

cu proprietatea cerutd notim cu A imaginea sa si fie g unica functie strict crescétoare
dela Ala{1,2,...,n}. Evident, g este functie bijectivi.

Rezultica h =go f: {1,2,...,n} — {1,2,...,n} este o functie bijectiva
cu proprietatea din enunt. Intr-adevir, fie i € {1,2,...,n—1} pentru care f(1) <
e < f(@), fi) > fli+1)si f(i +1) <--- < f(n). Cum g este functie strict
crescitoare, deducem cd g(f(1)) < --- < g(f(4)), g(f(@)) > g(f(i + 1)) si
g(fi+1)) < --- < g(f(n)), adicd h(1) < --- < h(i), h(i) > h(i + 1) si
R4 1) < oo QR ot Ip

Vom ardta ca functiei h 1i corespunde unic o submultime M a multimii
{0,1,2...,n}, altadecat 0, {1}, {1,2},...,{1,2,...,n}.
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Pentru fiecare ¢ € {0,1,2...,n}, alegem o submultime M a multimii
{1,2,...,n} avind i elemente. Functia h este unic determinatd de n-uplul
(h(1),h(2),...,h(n)), care se obtine ordonind crescitor mai intii elementele
multimii M, iar apoi elementele multimii {1,2,...,n}\ M. ............... 2p

Pentru ca h sd nu fie strict crescédtoare pe {1,2,...,n}, multimea M cu card
M = i trebuie si fie diferitd de {1,2,...,0} . «ooerieiii i 1p

Deoarece sunt 2" submultimi ale multimii {1, 2, ...,n}, iar n+ 1 dintre aces-
tea—anume (), {1}, {1,2},...,{1,2,...,n} —nuconvin, rezultd cd sunt 2" —n—1
functii bijective h = go f : {1,2,...,n} — {1,2,...,n} cu proprietatea ceruti.

Cum imaginea A C {1,2,...,m} cun elemente poate fi aleasd in C), mod-
uri, rezultd cd sunt C7, (2" —n — 1) functii injective f = g toh: {1,2,...,n} —
{1,2,...,m} cu proprietatea din enunt. ..................oiiiiiiiiii... 1p

CLASA A XI-A

Subiectul 1. a) Cum g este monotond, are limite laterale in fiecare punct.
Aridtam cd g este continud. Altfel, fie ¢ un punct in care g(zo — 0) < g(z) <
g(xo + 0) sau g(xg — 0) < g(zo) < g(zo + 0). Atunci intervalul (g(zo —
0),g9(xo + 0)) nu este inclus in imaginea functiei, contrazicind surjectivitatea.
Din inegalitatea din ipoteza rezulta si continuitatea functiei f. .............. 2p

Considerdm functia h datd de h(z) = g(x) — f(z). Avem h(0)h(1) =
(g(0) — f(0))(g(1) = f(1)) < 0, deoarece g este monotond si surjectivi. Propri-
etatea valorilor intermediare pentru functii continue implica existenta unui punct
xo € [0,1] cu h(xo) = 0adicd f(x0) = g(T0). o vvevreeiiiiaaan. Ip

b)Fie A= {z € [0,1] | f(z) = g(x)}. Dacd A are un singur element nu mai
e nimic de aritat. Dacd A are cel putin doud elemente fie « = inf A, 3 = sup A.
Din continuitatea functiilor f si g deducemcia, B € A. ................... 1p

Fie z,y € [a, f], x < y. Dacd g este crescitoare avem f(y)— f(z) < |f(z)—

FWI<l9(y) = g9(x)] = g(y) — g(x). Prin urmare f(y) — g(y) < f(x) — g(),
deci h este descrescitoare pe [, 3]. Cum h(a) = h(B) = 0 rezultdi h = 0 pe
[a, Bl adicd A = [0, B] o oo 3p

Subiectul 2. Presupunem ci det(A) = 0. Cum A are n? minori de ordinul

n —1sin? > n — 1, rezultd ci A are cel putin un minor nenul de ordin n — 1,

decirang(A) = m — Lo 2p
Cum A*A = O, si din inegalitatea Sylvester, 0 = rang(AA*) > rang(A)+
rang(A*) —nrezulticirang(A*) < 1. .o Ip

Din A* # Op rezultirang(A*) = 1. .o e Ip
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Deoarece A* are cel putin n2 —n + 1 elemente nenule, deducem ci are o linie
cu toate elementele nenule. Fie aceasta L si fie Lo linia din A* care contine cel
putin un element nul (o astfel de linie existd cdci £ > 1). Cum L; si Lo sunt

proportionale, existd a € C astfel Incat Lo = Ly ..o ... 2p
De aici deducem o = 0 deci Ly are toate elementele nule ceea ce atrage ca A
are cel putin 7 minori de ordin 7 — 1 nuli,absurd .......................... Ip

Subiectul 3. Avem A? + AB + B? = (A — wB)(A — @B), unde w este o
rdddcind cubicd nereald a UNItafil. ........ovviiiir Ip
Considerim functia polinomiald de grad 4 definitd prin f(z) = det(A +
rB) = det A + ax + bx? + cx® + det Bz*. Conditia din enunt se transcrie
(matricile avand elemente reale) f(w) = f(@) =0.....ccvvviiiiiiiin.. Ip
Avem
f(w) =det A+ ¢+ w(a + det B) 4 w?b,

decidet A+c=a+det B=0b.(1) ... Ip
Cum f(1) =det A+a+b+c+det Bsi f(—1) = det A—a+b—c+det B,
avem f(1) 4+ f(—1) = 2det A + 2det B + 2b, iar din relatiile (1) 2b = a + c +

det A+det B=3(f(1) — f(—1)) +det A+det B.........cooovuinn.... 3p
Cum f(1) = det(A+ B) si f(—1) = det(A — B) deducem relatia din enunt.
.................................................................... Ip

Subiectul 4. Aritim cd f = 0. Din relatia datd, pentru orice x > 0 avem
f(x) = f(y/x) > 0, deci f este crescitoare, de unde f’ rezultd crescitoare. . . 2p
Fie a = sup{z | f(x) = 0}. Dacid a € [0,00) atunci f(x) = 0 pe intervalul
[0,a] si f(x) > 0 pe (a,c0) (datoritd continuitatii si monotoniei functiei f). .. 1p
Din teorema lui Lagrange aplicati pe intervalul [a, a 4 1] deducem cé f(a +
1) =f(e),cuc € (a,a—+1). ooiiii 1p
Atunci f(a + 1) = f(y/c) si cum f este crescitoare rezultd cd este constantd
pe intervalul [\/c,a 4+ 1] deci f’ este nuld pe acest interval. Asadar f'(a + 1) =
1/(0) = 0 si cum f’ este crescitoare rezultd f' = 0 pe [0, a + 1]. De aici f'(c) =
0= f(a—+1),absurd. .........oininii e 3p

CLASA A XII-A

Subiectul 1. Fie n un numar natural nenul. Cu substitutia y = n— z, obtinem

/ " ) f(y) dy = / "(Fn— ) dy.
0 0
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Prin adunarea acestei relatii cu cea din enunt, rezultad

/0 "(F(@) — fn—x))Pdz =0,

Din continuitatea lui f deducem cd f(z) = f(n — x) pentru orice = € [0,n]. 3p
Fie z > 0 si n > x un numar natural nenul. Atunci

fle+ ) =fln+1-2z—-1)=f(n—2)= f(x).

....................................................................... 2p
Subiectul 2. (a) Demonstrdm prima relatie:
0=[z—y flx—y) =z -y fz) = f(Y)]
= [l’,f(l')] - [xaf(y)] - [yv f(x)] + [y7f(y)] = —[ac,f(y)] + [f(x)ay]
.................................................................... 2p

Demonstratia celei de a doua relatii face apel la prima. Fie y = f(z), z € R.
Atunci

(b) Ardtam cd R* = Z(R*) = {z : * € R*, 2y = yx oricare ar fiy € R*},
centrul grupului multiplicativ R*. Fie Fix f = {z : x € R*, f(z) = z}. Din
a doua egalitate de la punctul (a), rezultd cd R* \ Z(R*) C Fix f, deci R* =
Z(R*) UFix f. Intrucat Z(R*) si Fix f sunt si subgrupuri ale lui R*, sau Fix f C
Z(R*), caz in care R* = Z(R*); sau Z(R*) C Fix f, caz in care R* = Fix f,
i.e., f este identitatea — contradictie. Prin urmare, R* = Z(R*), i.e., R* este
COMULALIV. ettt ettt et e et e ettt e e ettt e e e et eaeieeeenns 3p

Remarci. Un endomorfism cu proprietatea din enunt se numeste endomorfism
comutativ. Un inel prim este un inel care are urméatoarea proprietate: daca pro-
dusul a doud ideale este nul, atunci cel putin unul dintre cele doud ideale este nul.
Folosind a doua relatie de la punctul (a), se poate demonstra ca un inel prim care
posedd un automorfism comutativ diferit de identitate, este comutativ si integru
(fara divizori ai lui zero).

Teorema lui Wedderburn — orice corp finit este comutativ — este un caz par-
ticular al rezultatului de la punctul (b): cu exceptia cazului trivial al corpului cu
p elemente (p prim), orice corp finit de caracteristica p admite un automorfism
comutativ diferit de identitate — automorfismul Frobenius, x — zP.
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Subiectul 3. (a) Multimea ceruti este intervalul inchis [0, 5(3 — v/5)/24]:

2

V(f) :/alx2dx— </alxdx> —(1—a%)/3— (1—a?)?/4

este o functie polinomiali al cirei punct de maxim pe [0, 1] este (v/5 — 1)/2.

Concluzia rezultd din monotonia acestei functii. ........................... 3p
(b) Ardtam cad aceastd multime este inclusd in multimea de la punctul (a). Fie

f € C. Vom demonstra ci existd a in [0, 1], astfel incat V(f) < V(fa). ...... lp
Fie

o= <1 —2/011’(9;)(13;)1/2 e 0,1

1 1
T Tr = —a2 = €T T
‘Ah(ﬂ (1-a?)/2 Af(w,

Atunci

deci

1

V@»—vuw:A(uumﬁ—umm%dx:A (2 falx) — (f(2))?) da
>Ammw%ﬂmmm

....................................................................... Ip
Vom ardta cd ultima integrald este pozitivd. Considerdm functia integrabild

g :[0,1] — R, definitd prin g(z) = fo(z) — f(z). Mai intai demonstrdm ci

1
/ g(t)dt >0

oricare ar fi x € [0, 1]. Considerim cele doui cazuri posibile: dacd 0 < = < a,

atunci
1 1 1 1
/gwm=/<mw.m»maénmw/f@w

1 1
gﬁn@a—éf@azm

iar dacd a < x < 1, atunci

1 1 1
[ ottt = [ () - sen = [ - s e o,
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Aplicand formula a doua de medie, rezultd ci existd b € [0, 1] astfel incat

/01 zg(x)dr = /bl g(x)dz >0,

deunde concluzia. ............o.iiiii i e 1p
Remareci. (1) Inegalitatea

1
/ zg(z)dr >0
0

poate fi demonstratd si fard formula de medie. Fie n un numar natural nenul.
Atunci:
1

1 1 o rktD/n
/0 zg(x)dx = (/0 zg(z)dx — Z - /k/n g(x) dﬂf) +

k=0

n—1 k (k+1)/n
— g(x)dx.
o W

k=0
Dacid M = sup {|g(z)| : 0 < x < 1}, atunci

1 n—1 k (k+1)/n
/ xzg(x)dx — Z - / g(x)dz
0 k=0 K/

n o7 k/n
<M”_1<k+1 k>_M
S on n n) n’

k=0

Pe de altd parte,

n—1 n—1
k (k+1)/n k
Z - / g(z)dx = Z -

k=0 = ’k/n k=0
n—1 1 n 1
k:/ k

= — g(z)dx — / g(z)dx+
k:()n k/n ;TL k/n

SO BCTIRES S e

— g(x)dr = — / g(x)dx,
M= ki M= Jk/n

de unde concluzia.
(2) O alta posibilitate este integrarea prin pdrti pentru integrale Lebesgue:

/leg(x)d:p - /01 (/:g(t)dt) dz.
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Subiectul 4. Minimumul cerut este n(m — 1) 4+ 1 si e atins pentru oricare
dintre polinoamele X™ — k, k=1, ;M. .o 1p

Vom arita ca numadrul de radicini distincte ale unui polinom care are forma
din enunt este cel putin n(m — 1) 4 1.

Pentru orice f € C[X], f # 0, si orice z € C, fie ord,f = ordx_.f cea
mai mare putere a lui X — z care il divide pe f. Multimea Z(f) = {z : z €
C,ord, f # 0} este exact multimea radicinilor distincte ale lui f, si

Zordzf = Z ord, f = deg f.

zeC z€Z(f)

Prin urmare,

1Z(£)|+ D (ord.f —1) = deg f.

z€Z(f)
Dar

Z (ord,f — 1) = Zordz(f, ),

z€Z(f) zeC

unde [’ este derivata lui f i (f, f’) este cel mai mare divizor comun al lui f si f'.
Deci

1Z(f)|+ ) _ord.(f, f') = deg f. ()

zeC

Fie f € C[X], f # 0,5i g = [[4=,(f + ax), unde m este un numir natural
nenul, iar a sunt numere complexe distincte doua cite doud. Pentru g relatia (x)
devine:

|Z(g)| + Zordz(g,g/) =degg =mdeg f.
zeC

Deoarece g’ = f' 374" [1,.(f +aj;), iar polinoamele f+ ay, sunt coprime doud
cate doud, dacd deg f > 1, atunci (g, ¢’) divide f’, deci

Zordz(g,g’) < Zordzf’ =deg f' =degf —1.

zeC zeC

Prin urmare,

Z(@)=zm—1)deg f+1. .o 4p



