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Bistrita, 29 martie 2005

CLASA A VII-A

Subiectul 1. Fie ABCD un paralelogram. Bisectoarea unghiului ZADC
intersecteaza dreapta BC' in E, iar mediatoarea laturii AD intersecteaza dreapta
DE npunctul M. Fie F intersectiadreptelor AM s BC'. Sase arate ca

(8 DE = AF;

(b) AD - AB = DE - DM.

Daniela gsi Marius Lobaza, Timisoara

Subiectul 2. Fiea g b doua numere intregi. Sa se arate ca:
(@ 13 divide 2a + 3b daca si numai daca 13 divide 2b — 3a;
(b) Daca 13 divide a? + b2, atunci 13 divide 2a + 3b sau 2b + 3a.

Mircea Fianu, Bucuresti

Subiectul 3. Fie ABCD un trapez cu bazele AB si C'D, avand diagonaele
perpendiculare Tn O. Pe semidreptele (OA s (OB se considera punctele M g
respectiv NV astfel incat unghiurile ZANC s Z/BM D safie drepte. Notam cu E
mijlocul segmentului M N. Sa se arate ca

(8) Triunghiurile OM N si OB A sunt asemenea.

(b) Dreapta O F este perpendiculara pe dreapta AB.

Claudiu-Stefan Popa, lasi

Subiectul 4. Pe o circumferinta se scriu 2005 numere naturale cu suma 7022.
Sa se arate ca exista doua perechi formate din numere vecine astfel Incat suma
elementelor din fiecare pereche sa fie mai mare sau egala decét 8.

Prelucrare dupa Marin Chirciu, Pitesti
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CLASA A VIII-A

Subiectul 1. Se considera un cub cu muchia de lungime 1. Sa se arate caun
tetraedru cu varfurile in multimea varfurilor cubului are volumul % daca si numai
dacatrei dintre varfurile tetraedrului sunt varfuri ale unei fefe a cubului.

Dinu Serbanescu, Bucuresti

Subiectul 2. Pentru un numar natural n, scris in baza 10, notam prin p(n)
produsul cifrelor sale.

(8) Sase demonstreze cap(n) < n.

(b) Sa se determine numerele naturale n cu proprietatea:

10p(n) = n? + 4n — 2005.
Eugen Paltanea, Brasov

Subiectul 3. Fie prisma triunghiulara regulata ABC A B'C’. Punctele M s
N sunt mijloacele muchiilor BB', respectiv BC, iar unghiul format de dreptele
AB' s BC'" are masura de 60°. Fie O si P intersectiile dreptelor AC cu AC’,
respectiv B'C cu C’'N.

(8) Sase demonstreze cadreapta AC’ este perpendiculara pe planul (OPM).

(b) Sa se determine masuraunghiului format de dreapta AP cu planul (OPM).

Mircea Fianu, Bucuresti
Subiectul 4. (a) Sa se demonstreze inegalitatea

v 4(uy + v)
y~ (z+y)?
pentru orice numere readle u, v, x,y > 0.
(b) Fiea, b, c,d > 0. S& se demonstreze inegalitatea
o b ¢ L d 5,
b+2c+d c+2d+a d+2a+b a+2b+c
Traian Tamaian, Carei

CLASA A IX-A

Subiectul 1. Se considera patrulaterul convex ABCD g punctele {E} =
ADNBC,{I} = ACNBD. Sasearate catriunghiurile EDC' s I AB au acelasi
centru de greutate daca si numai daca AB || CD s IC* = TA - AC.

Virgil Nicula, Bucuresti
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Subiectul 2. Sa se determine functiile f : R — R pentru care

r(f(z+1) = f2) = f(2),
oricarearfiz € R g
[f(x) = fW)l <z —yl,
oricare ar fi z,y € R.
Mihai Piticari, Campulung
Subiectul 3. Sa se arate ca pentru orice n natural nenul exista un singur

numar natural divizibil cu 5" care in baza 10 se scrie cu n cifre din multimea
{1,2,3,4,5}.

Vasile Pop, Cluj, si Szész Robert, Tg. Mures

Subiectul 4. Fiexy, o, . .., z,, NUMere strict pozitive. Sa se arate ca
1 1 1 1 1 1
+ +-+ <=+ =+ +—.
1+z1 1+z1+ 20 1+z1+--+z, r1 T3 Tn

Bogdan Enescu, Buzau

CLASA A X-A

Subiectul 1. Fie n un numar natura, n > 2. Pentru fiecaret € R, t #
km,k € Z, se considera numerele

2n(t) =Y k(n —k)cos(tk) i yn(t) = > k(n — k) sin(tk).
k=1 k=1
Ardtati cax, (t) = y,(t) = 0 daca g numai daca
™ - nigl
g5 =nigy.

Constantin Buge, Timisoara

Subiectul 2. Baza A1 A5 --- A, apiramidei VA1 As--- A,, este un poligon
regulat. Arateti cadaca

ZVAlAQ = ZVAQAg == ZVAnflAn = ZVAnAl s
atunci piramida este regulata.

* * %
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Subiectul 3. (a) Sa se arate ca nu exista functii injective f : N* — N astfel
incd f(mn) = f(m) + f(n) pentru orice m,n € N*.

(b) Sa se arate ca pentru orice numar natural nenul k, exista functii injective
f:A{1,2,...,k} — Npentru care f(mn) = f(m) + f(n) pentru orice m,n €
{1,2,...,k} cumn < k.

Mihai Baluna, Bucuresti

Subiectul 4. Pentru « € (0,1) se considera ecugtia {z{z}} = a.
(8) Sa se arate ca ecuatia are solutii rationale, daca s numai daca exista
m,p,q € Z,0 < p < q,p3s qprimeintre ele, astfel Incat o = (g)2 + o

(b) Sa se géseasca o solutie aecuatiei pentru o = 200

CLASA AXI-A

Subiectul 1. Fien > 2 un numar natura fixat. Vom numi o matrice A €
M,,(Q) radicala daca exista o infinitate de numere naturale k, astfel incét ecuatia
Xk = A saaibasolutii in M, (Q).

(a) Demonstrati ca daca A este o matrice radicala atunci det A € {—1,0,1}
si caexista o infinitate de matrice radicale care au determinantul 1.

b) Demonstrati ca exista o infinitate de matrice care nu sunt radicale si au
determinantul O, precum s o infinitate de matrice care nu sunt radicale s au de-
terminantul 1.

Prelucrare dupa Gabriel Dospinescu
Subiectul 2. Fie f : [0,1) — (0,1) o functie continua si surjectiva.
() Demonstrati ca, pentru oricare a € (0,1), functia f, : (a,1) — (0,1),
definitaprin f,(x) = f(x), pentru oricez € (a, 1), este surjectiva
(b) Dati un exemplu de astfel de functie.
Eugen Paltanea, Brasov

Subiectul 3. Fie X1, Xo, - - -, X,;, 0 numerotareacelor m = 2"—1 submultimi
nevide ae multimii {1,2,--- ,n}, n > 2. Consideram matricea (a;;)1<i,j<m,
undea;; = 0,daca X; N X; = @, § a;; = 1, In caz contrar. Demonstrati ca deter-
minantul d al acestei matrice nu depinde de felul Tn care s-a efectuat numerotarea
si calculati d.

* k% %

Subiectul 4. Fie f : R — R o functie convexa.
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(a) Demonstrati ca f este continua.
(b) Demonstrati ca exista o functie g : [0,00) — R, unic determinatd, astfel
ncat

flx+g(x)) = f(9(x)) — g(z)

pentru orice z > 0.

Dan Schwarz, Bucuresti

CLASA A XII-A

Subiectul 1. Demonstrati camorfismelede grup f : (C,+) — (C, +) pentru
care exista \ real pozitiv, astfel incét | f(z)| < Alz| oricare ar fi z € C, sunt de
forma

f(z) =az+ pz, undea,f € C.

Cristinel Mortici, Targoviste

Subiectul 2. Fie G un grup cu m elemente si H un subgrup propriu a sau cu
n elemente. Pentru fiecare x € G notam

H® = {zhz™'|h € H}

S presupunem ca H* N H = {e}, oricarear fiz € G\ H.
(a) Demonstrati ca H* = HY dacasi numai dacaz—'y € H.
(b) Determinati numarul de elementealemultimii | J H* infunctiedem gi n.
ze€G

Calin Popescu, Bucuregti

Subiectul 3. Fie f : [0,00) — (0,00) o functie continua astfel Tncét
lim [ f(t)dt existagi este finita. Demonstrafi ca

N T o _
lim %/0 vV f(t)dt = 0.

r—00
Radu Miculescu, Bucuregti

Subiectul 4. Fie A uninel cu 2" + 1 elemente, unde » este un numar natural
nenul si M = {k| k€ N,k > 22" =2, pentruoricex € A}.

Demonstrati ca urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(a) A este corp;

(b) M este nevidasi cel mai mic element al sau este egal cu 2* + 1.

Marian Andronache, Bucuresti



