CLASA A V-A 

 PROBLEMA 1

a) 2005=4 . 501+1 , deci numărul 2005 este de forma 4k+1, k(N.

 Se observă că fiecare termen al sumei are ultima cifră egală cu ultima cifră a bazei puterii:

	Termenul
	12005
	22005
	32005
	…
	20052005

	Ultima cifră
	1
	2
	3
	
	5


Deci, ultima cifră a numărului N este ultima cifră a sumei: (1+2+3+…+9+0)+(1+2+3+…+9+0)+ … +(1+2+3+…+9+0)+1+2+3+4+5, paranteza repetându-se de 200 de ori. 


Fiecare paranteză are ultima cifră 5. Înseamnă că suma celor 200 de paranteze are ultima cifră 0, rămânând de însumat ultimele cifre: u(1+2+3+4+5)=5


În concluzie, ultima cifră a numărului N este 5 ( 
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b) u(20072005) = 7 ( u(N + 20072005) = u(5 + 7) = 2

Cum 2 nu poate fi ultima cifră a unui pătrat perfect, va rezulta că  N + 20072005 nu este pătrat perfect.

 PROBLEMA 2

Metoda I

Cel mai mic număr de patru cifre în baza 5 este 
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(5)

100015125

=×=

, iar cel mai mare număr de patru cifre în baza 5 este 
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, deci 624 – 124 = 500 numere de patru cifre avem în baza 5.

Cel mai mic număr de cinci cifre în baza 4 este 
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, iar cel mai mare număr de cinci cifre în baza 4 este 
[image: image5.wmf]432

(4)

333333434343431023

=×+×+×+×+=

, deci 1023 – 255 = 768 numere de cinci cifre avem în baza 4. Avem că 
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Metoda II.

O consecinţă a formulei 
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 este regula produsului:

Dacă primul obiect putem să-l alegem în 
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 moduri, apoi alegem al doilea obiect în 
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 moduri, ……, iar apoi alegem al n-lea obiect în 
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 moduri, atunci alegerea celor n obiecte se poate face în 
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Prin urmare, numărul A al numerelor de 4 cifre scrise în baza 5 este egal cu 
[image: image14.wmf]4555500
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, iar numărul numerelor de 5 cifre scrise în baza 4 este egal cu 
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. Avem că 
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 PROBLEMA 3

Presupunem că, indiferent de aranjarea celor 6561 numere, suma oricăror două numere alăturate este mai mică decât 364. Notând numerele (în ordinea aranjării lor pe cerc) cu x1, x2, … , x6561, obţinem inegalităţile:

x1+x2 < 364
x2+x3 < 364
….

X6560+x6561 < 364
x6561+x1 < 364 

[image: image273.wmf]4
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2(x1+x2+ … +x6561) < 6561 . 364 ( 2 . 372 < 38 . 364 ( 2 . 372 < 372  fals.


Înseamnă că vom găsi cel puţin o pereche de numere alăturate care vor avea suma mai mare sau egală cu 364.

 PROBLEMA 4

36n+12 + 93n+6 + 272n+4 = 36n+12 + (32)3n+6 + (33)2n+4 = 36n+12 + 36n+12 + 36n+12 = 3 . 36n+12 = 36n+13

36n+13 = 34(n+3)+255 ( 6n+13 = 4(n+3)+255 ( 6n+13 = 4n + 267 ( 2n = 254 (   n = 127.


S = 2127 + 3127 + 4127 + 7127 , iar 127 = 4 .31 + 3, deci este de forma 4k+3


u(S) = u(2127) + u(3127)+ u(4127)+ u(7127) = u(8+7+4+3) = 2.

Restul împărţirii lui S la 5 va fi 2.

CLASA A VI-A

 PROBLEMA 1

a) Pentru ca n (numărul de unghiuri) să fie maxim, trebuia ca măsurile acestor unghiuri să fie cât mai mici. Deoarece masurile acestor unghiuri sunt exprimate prin numere naturale diferite, cele mai mici valori pot fi: 10, 20, … , n0. Dar suma măsurilor celor n unghiuri este 1800. Înseamnă că 10+20+ … +n0 ( 1800 ( 
[image: image19.wmf](

)

180

2

1

£

+

n

n

 ( 
[image: image20.wmf](

)

360

1

£

+

n

n

 şi cum n este număr natural, n ( 18. Valoarea maximă a lui n este 18.

b) Un exemplu ar putea fi 10, 20, 30, … , 160, 170, 270.

c) Dacă unul dintre unghiuri este drept, revenim în cazul a) dar cu n-1 unghiuri a căror sumă a măsurilor este de 900. 

 10+20+ … +(n-1)0 ( 900 ( 
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 ( n ( 13. Valoarea maximă a lui n în acest caz este 13. 

 PROBLEMA 2
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Din cele două relaţii rezultă imediat inegalitatea din enunţ.

 PROBLEMA 3

Se demonstrează mai întâi că restul împărţirii la 3 (şi respectiv la 9) a unui număr natural şi respectiv a sumei cifrelor sale este acelaşi (pentru uşurinţă, se poate demonstra pentru numere de 5 cifre).

Cum 
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. Deci restul împărţirii numărului 
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 la 3 şi respectiv la 9 este egal cu restul împărţirii numărului 
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a) Numerele de cinci cifre distincte care se pot forma cu 0, 1, 4, 6, 9 au suma cifrelor 20=M3+2. Înseamnă că restul împărţirii oricărui număr cu forma indicată la 3 va fi egal cu 2. Nu există numere de cinci cifre distincte formate cu 0, 1, 4, 6, 9 care să aibă restul împărţirii la 3 egal cu 1.

b) Orice număr natural are una din formele: 3k, 3k+1, 3k+2. Avem:
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Înseamnă că, orice pătrat perfect are forma M3 sau M3+1. Cum numerele naturale care respectă enunţul problemei sunt de forma M3+2, va rezulta că nu există pătrate perfecte formate din cinci cifre distincte, cu cifrele 0, 1, 4, 6, 9.

 PROBLEMA 4


Fie x lei preţul iniţial al obiectului.

După majorarea cu p%, obiectul cotă acum 
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După reducerea cu q%

 din noul preţ, obiectul costă 
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Pentru că preţul final va fi acelaşi cu cel iniţial, vom avea:
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CLASA A VII-A 

 PROBLEMA 1


Forma generală a unui element al mulţimii A este 
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Prin urmare, singurul număr natural al mulţimii A este 
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 PROBLEMA 2
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În (ACE dreptunghic ( 
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   (2)   în (ABC dreptunghic.

Din (1) şi (2) ( 
[image: image44.wmf]4

1

=

CB

CE


II. 
[image: image45.wmf]4

1

=

CB

CE


(ABC dreptunghic


Fie (AF bisectoarea unghiului EAB, F((EB). Aplicând teorema bisectoarei în (EAB avem: 
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Din ipoteză 
[image: image51.wmf]4

1

=

CB

CE

 ( 
[image: image52.wmf]3

1

=

EB

CE

  (4)

Din (3) şi (4) ( CE = EF

În (ACF avem: CE = EF (deci (AE) este mediană), AE ( CF şi 
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 PROBLEMA 3

Evident, suma este definită pentru x, y ( ( 1.

Notăm S = 
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Pentru x = y = 0 ( S = 0 ( (0, 0) este soluţie.

Pentru x, y(Z* - 
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Se demonstrează că numerele întregi x2 – 1 şi x2n sunt prime între ele, oricare ar fi x( Z* - 
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Considerăm d(N* - 
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 astfel încât d / (x2 –1) ( x2 - 1 = Md ( x2 = Md +1 ( x2n = (Md+1)n ( x2n = Md +1 ( d    x2n. 

În mod asemănător, numerele întregi y2 –1 şi y2n sunt prime între ele.

Din relaţia (1) se obţine astfel: 
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.  Dar, în condiţiile problemei, (x2 –1) / (y2 –1) şi atunci 
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a) x2 –1 = y2 –1 ( x2 = y2 ( x = (y

În acest caz S=
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Se obţin soluţiile : (2, 2) ; (2, -2) ; (-2, 2) ; (-2, -2)

b) x2 –1 = - y2 +1 ( x2 + y2 =2 ( x2 = y2 = 1, dar x, y(Z* - 
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Înseamnă că mulţimea soluţiilor este { (0, 0); (2, 2); (2, -2); (-2, 2); (-2, -2)}

 PROBLEMA 4
a) Fie M mulţimea formată cu numerele din enunţ şi A, B, C mulţimile:

A=
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C=
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M=A(B(C şi A(B(C=( ( Card M = Card A + Card B + Card C

Dar Card A = Card B = Card C = 2(9(9 = 162 ( Card M = 3(162 = 486

b) Suma cerută în problemă este S = 2(S1+S2+S3) unde S1 este suma numerelor pozitive din A, S2 este suma numerelor pozitive din B şi S3 este suma numerelor pozitive din C.

S1=
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Asemănător se calculează S2=
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c) Produsul cerut va avea 486 factori dintre care 243 vor fi pozitivi şi 243 negativi. Înseamnă că produsul tuturor numerelor date va fi negativ.

CLASA A VIII-A 

 PROBLEMA 1
Din enunţ se impune condiţia x ( 5.


Transformăm numerele 325x şi 224(x-1) în baza 10. Relaţia din enunţ devine:

3x2 + 2x + 5 + 2(x - 1)2 + 2(x - 1) + 4 = 
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Singurul număr natural mai mare decât 5 care verifică relaţia de mai sus este 6. Deci x=6.
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 PROBLEMA 2


A este număr natural dacă numitorul divide pe 6.
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Numărul A se scrie deci: A=
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Aşadar numitorul este mai mare sau egal decât 6. Cum numărătorul este 6, atunci singura soluţie este ca numitorul să fie egal cu 6. Va însemna că a = 2 şi b = 3 ( A = 1.

 PROBLEMA 3

Inegalitatea de demonstrat se poate scrie:
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Dar, din inegalitatea mediilor, avem:
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Prin însumarea inegalităţilor de mai sus se obţine inegalitatea cerută.

 PROBLEMA 4






























































































































































CLASA A IX-A 

 PROBLEMA 1

Din inegalitatea mediilor: 
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Numitorul fracţiei se va minora astfel:
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Acum 
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Avem: 
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Avem egalitate pentru x=y=1

Înseamnă că A ( 
[image: image112.wmf]y
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=1 ( maxA=1 pentru x=y=1.

 PROBLEMA 2

a) Fie x = m + (, m(Z, (([0, 1), iar x + k = m + ( + k = m + k + ( ( [x+k] = m+k = =[x] + k

b)Fie x(R, x = m + (, m(Z, (([0, 1). Avem:

t[x] + [(n-t)x]=tm + [(n-t)(m+()]=tm + (n-t)m + [(n-t)(]=nm + [(n-t)(], t({0, 1, …n-2}

Analog (t+1)[x] + [(n-t-1)x] = nm + [(n-t-1)(]

Deoarece (n-t)( ( (n-t-1)( ( [(n-t)(] ( [(n-t-1)(] ( nm + [(n-t)(] ( nm + [(n-t-1)(] ( t[x] + [(n-t)x] ( (t+1)[x] + [(n-t-1)x]

Dacă t = 0 ( [nx] ( [x] + [(n-1)x]

Dacă t = 1 ( [x] + [(n-1)x] ( 2[x] + [(n-2)x]

………….

Dacă t = n-2 ( (n-2)[x] + [2x] (  (n-1)[x] + [x] = n[x]

Din cele scrise mai sus rezultă inegalităţile din problemă.

 PROBLEMA 3

S=
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 = S1 + S2, unde S1 este suma din prima paranteză iar S2 suma din cea de-a doua paranteză.


Pentru calculul lui S1 se consideră funcţia f:N*(R, f(n)=an-1anan+1an+2an+3
Avem f(n+1) – f(n) = anan+1an+2an+3an+4 - an-1anan+1an+2an+3 = anan+1an+2an+3(an+4 – an-1) = anan+1an+2an+3 . 5r ( anan+1an+2an+3 = 
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Scriind relaţia (1) pentru n=1, 2, …n şi însumând, se obţine:
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Pentru calculul lui S2 se consideră funcţia g:N*(R, 
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Avem g(n+1) – g(n) = 
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Scriind relaţia (2) pentru n=1, 2, …n şi însumând, se obţine:
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Se obţine S=
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 PROBLEMA 4
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Conform teoremei bisectoarei avem: 
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Din (*) şi (**) ( 
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Deci DG = 
[image: image138.wmf]DG

 = 
[image: image139.wmf]6

37

36

37

6

2

2

2

a

a

a

a

=

=

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-





Rezultă DG=
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CLASA A X-A 

 PROBLEMA 1

Mulţimile A1, A2, … Ak-1 conţin împreună 1+2+ … +(k-1) =
[image: image142.wmf](
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Elementele şirului 0, 2, 4, 6, … , 2n, …(o progresie aritmetică de raţie 2) sunt repartizate în mulţimile A1, A2, A3 …

Mulţimea Ak=
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Pentru k=2005, primul termen al mulţimii A2005 va fi 
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=20052 – 2005 = 2005 . 2004 = 4.018.020. 

Ultimul termen va fi 
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b)  Suma tuturor elementelor mulţimii Ak este egală cu 
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Pentru k=2006 avem 20063 – 2006 = 2005 . 2006 . 2007




 PROBLEMA 2


Ecuaţia are sens pentru x ( (27, +().


Notăm 
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Din cele de mai sus va rezulta că 
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Cu notaţiile făcute, ecuaţia din enunţ devine: 
[image: image161.wmf]7
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Adunând relaţiile (1) şi (2) vom obţine: 
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Dacă  – a < b, atunci 3-a < 3b , 10-a < 10b şi 
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Dacă  – a > b, atunci 3-a > 3b , 10-a > 10b şi 
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Va însemna că – a = b şi, în acest caz, ecuaţia (2) devine: 
[image: image166.wmf]7
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. Se observă că b=1 este soluţie pentru această ecuaţie. Vom demonstra că este unica soluţie.
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 EMBED Equation.3  [image: image169.wmf]1
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Funcţia f :(lg7, +()((0, +(), f(b) = 
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 este strict descrescătoare, deci injectivă şi ecuaţia f(b) = 1 va avea soluţia unică b=1.


Pentru b=1 avem 
[image: image171.wmf]4
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 PROBLEMA 3

Ecuaţia dată are sens pentru x((0, 1].

arcsin : [-1, 1](
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 este funcţie strict crescătoare

arccos : [-1, 1](
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arctg : R(
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Cum x((0, 1] va rezulta că :

arcsin 0 < arcsin x < arcsin 1 ([arcsinx] = 
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arccos 0 > arccos x > arccos 1 ( [arccosx] = 
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arctg 0 < arctg x < arctg 1 ( 0 < arctg x < 
[image: image177.wmf]4
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. Înseamnă că ordinea va fi 

0 < cos1 < sin1 < 1.


Se pot distinge următoarele cazuri:

i) x((0, cos1] ( 0 + 1+ 0 = lnx ( x = e ((0, cos1]

ii) x((cos1, sin1) ( 0 + 0 + 0 =lnx ( x=1 ( (cos1, sin1)

iii) x([sin1, 1] ( 1 + 0 + 0 = lnx ( x = e ( [sin1, 1]

Ecuaţia dată nu are soluţie.

 PROBLEMA 4


Fie z1 şi z2 rădăcinile ecuaţiei az2 + bz + c = 0. Notăm cu r = 
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I) Dacă z1 = 0 sau z2 = 0 ( c = 0 şi egalitatea din enunţ este evidentă.

II) Dacă z1 . z2 ( 0, scriem relaţiile lui Viete: 
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Cum 
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Din relaţiile (1) şi (2) va rezulta că A = B.

CLASA A XI-A 

 PROBLEMA 1

a0=0, a1=1
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Avem a0 < a1 ( a2 < a3. Folosind metode inducţiei matematice, vom demonstra că 
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Din ipoteza de inducţie avem: 
an-1 ( an  ( 
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an-2 ( an-1 ( 
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Din (1), (2), (3) ( 
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Înseamnă că şirul 
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Să demonstrăm acum că an < 2, (n(N.

Fie n(N, n(2. Presupunem că ak < 2, (k({0, 1, … , n-1} şi demonstrăm că an < 2.
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Cum 0 ( an < 2, (n(N ( 
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Trecem la limită în relaţia de recurenţă ( 13a = 12a + 5a.    (4)


Se observă că a=2 este soluţie pentru ecuaţia (4), care se mai poate scrie 
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 PROBLEMA 2


Notăm f(x) = 
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Scădem acum din relaţia (2) relaţia (1) înmulţită cu 2 şi obţinem:

l – 2l = 
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 PROBLEMA 3
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Cum det(Xp) = (detX)p, va rezulta că det X = 0.

Fie X=
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Din relaţia Hamilton – Cayley pentru matrice pătratice de ordinul doi, avem:

X2 - (a+d)X + (ad – bc)I2 = O2 şi ţinând seama de faptul că ad – bc = 0 ( X2 = (a+d)X ( … (Xn = (a+d)n-1X, (n(N* (demonstraţia prin inducţie matematică).


Ecuaţia matriceală dată se scrie:
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[image: image230.wmf]
Din prima şi ultima relaţie, prin adunare, se obţine (a+d)p = 2 ( (p impar) 
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Avem acum Xn = (a+d)n-1X = 
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 şi atunci Y(n) se va scrie sub forma:

Y(n) = X + X2 + X3 + … + Xn ( Y(n) = 
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Înseamnă că şirul 
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 PROBLEMA 4

a) Fie x1, x2, … , xn o permutare a elementelor mulţimii A. Dorim ca 

m = max{x1+x2, x2+x3, … , xn-1+xn} să fie minim .

(x1+x2) + (x2+x3) + … + (xn-1+xn)=x1 + 2(x2+x3+ … +xn-1)+xn = 2(x1+x2+x3+ … +xn-1+ +xn) – (x1+xn) = 2(1+2+3+ … +n) - (x1+xn) = 
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Cum x1 + xn ( n + n-1 vom avea (*) ( 
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  (x1+x2) + (x2+x3) + … + (xn-1+xn) (   n(n-1) +1 ( 
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Dar cum m ( xi + xi+1, (i({1, 2, …, n-1}, va rezulta că:
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 şi cum m(N ( m ( n+1.


Putem arăta că acest minim este atins de următoarea ordonare:

n, 1, n-1, 2, n-2, 3, …


Este uşor de observat că suma oricăror doi termeni consecutivi este, alternativ, când n, când n+1, deci maximul acestor numere este n+1.

b) Punctele Mi vor avea coordonatele: M1(2k, 1), M2(2k-1, 2), … , Mi(2k-i+1, i), … Mk( k+1, k) 

Se observă că MiMi+1 = 
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 şi toate punctele se află pe dreapta d de ecuaţie x + y – 2k – 1 = 0.

CLASA A XII-A

 PROBLEMA 1


Se consideră funcţia f:[2, 3](R, f(x) = 
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Im f  = 
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Dar 9 > 8 ( 32 > 23 ( ln 32 > ln 23 ( 2ln3 > 3ln2 ( 
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Înseamnă că Im f = 
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Funcţia f este continuă pe [2, 3] ( f este integrabilă pe [2, 3] ( 
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 PROBLEMA 2

Relaţia g(x+y) = g(x) + g(y) + k se poate scrie g(x+y) + k = g(x) + k + g(y) + k.

Dacă notăm f(x) = g(x) + k, (x(R,vom obţine f(x+y) = f(x) + f(y), (x, y(R.  

Dacă g admite primitive, atunci şi g admite primitive. Fie F o primitivă a lui f ( F’ = f şi 
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 un şir de numere reale convergent la zero, an(0, (n(N.

Din f(x+y) = f(x) + f(y) ( f(x+an) – f(an) = f(x), (x(R, (n(N.

Considerăm Gn:R(R, Gn(x) = F(x+an) - xf(an), (x(R. 

Gn este derivabilă şi Gn’(x) = F’(x+an) – f(an) = f(x+an) – f(an) = f(x) ( Gn’=F’=f ( ( cn(R astfel încât Gn(x) = F(x) + cn, (x(R, (n(N.

Din definirea funcţiei Gn , Gn(x) = F(x+an) - xf(an) ( F(x) + cn = F(x+an) - xf(an), (x(R, (n(N .

Dacă x=0 ( cn = F(an) – F(0), (n(N (  F(x+an) = xf(an) + F(x) + F(an) – F(0).

Dacă x=1 ( F(1) + cn = F(1+an) - f(an) ( f(an) = F(1+an) – F(1) - F(an) + F(0), (n(N.

f(x) = F’(x) = 
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= x . F’(1) + (1-x) . F’(0) = x . f(1) + (1-x) . f(0) = x . f(1), f(0) = 0.

Înseamnă că f(x) = x . f(1) ( f(x) = k1x, (x(R, k1(R.

Aşadar există o infinitate de soluţii: g(x) = f(x) – k = k1x – k, (x(R.



   Obs: Se acordă dacă elevul îşi propune o schemă de aflare a funcţiilor f .

 PROBLEMA 3


Legea fiind, evident, comutativă, avem:

x○e = x ( xe + ((x+e) + ( = x ( e(x+() = (1-()x - (, (x(C 

Pentru ca elementul neutru „e” să existe, se impune ca polinoamele f = X + ( şi              g = (1-()X - ( să fie asociate în divizibilitate ( 
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a) x○x = x . x + 2(x+x) + 2 = x2 + 4x + 2 = (x+2)2 – 2.

Se demonstrează prin inducţie matematică faptul că: 
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Ecuaţia devine (x+2)2n – (x+2)n – 2 = 0 ( (x+2)n = 
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I) (x+2)n = -1 ( (x+2)n = cos( + isin( ( 
[image: image268.wmf](
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II) (x+2)n = 2 ( (x+2)n = 2(cos0 + isin0) ( 
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 PROBLEMA 4


Fie 1 elementul unitate al inelului A.

(1+x)4 = (1+x)2 , (x(A ( 1 + 4x + 6x2 + 4x3 + x4 = 1 + 2x + x2 ( (se ştie că x4 = x2)  2x + 6x2 + 4x3 = 0, (x(A       (1) 

(1-x)4 = (1-x)2 , (x(A ( 1 - 4x + 6x2 - 4x3 + x4 = 1 - 2x + x2 ( (se ştie că x4 = x2)         -2x + 6x2 - 4x3 = 0, (x(A       (2)

Prin adunarea şi respectiv scăderea relaţiilor (1) şi (2) se obţin:
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I. (ABC dreptunghic


					


� EMBED Equation.3  ���											


În (ABC: � EMBED Equation.3  ���=900 şi � EMBED Equation.3  ���=600 ( � EMBED Equation.3  ���=300





E





F





B





A





P





a) Avem BM ((NC. Fie N’ simetricul lui N în raport cu BC şi E un punct situat pe BC.


(NE)((EN’) (din congruenţa triunghiurilor CEN şi CEN’)


Aşadar ME+EN=ME+EN’( MN’  (1)


Considerând � EMBED Equation.3  ���, E0((BC)


Avem (1) ( ME+NE = ME + N’E ( ME0 + E0N. Acesta va fi punctul E0 căutat.


b) Din asemănarea triunghiurilor MBE0 şi N’CE0 avem � EMBED Equation.3  ���, E0((BC)


La fel � EMBED Equation.3  ��� şi � EMBED Equation.3  ���.


Se constată că � EMBED Equation.3  ���


Conform teoremei lui Ceva, va rezulta că dreptele DE0, BF0 şi CG0 sunt concurente.
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Considerăm reperul determinat de dreptele perpendiculare AB şi AC, cu versorii � EMBED Equation.3  ��� şi � EMBED Equation.3  ���. 		
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