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CLASA a XII-a — solutii si barem orientativ de corectare

Problema 1. Fie f : R — R o functie continuad, cu proprietatea ca f(z) + sin(f(z)) > =z,
pentru orice x € R. Ardtali cd

/Ff(a:)deWQ—Z
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Solutie.
Fie g : R — R functia definita prin g(x) = = + sin(z) pentru orice = € R. Atunci g este o functie
continua si derivabild pe R, cu ¢’(xz) > 0 pentru orice z € ((2k — 1), (2k+ 1)), pentru orice k € Z.
Rezulta ca g este strict crescatoare pe fiecare interval [(2k — 1)7, (2k + 1)7], cu k € Z, deci g este

strict crescatoare pe R. ... .. 2p

Cum lim g(z) = —oo si lim g(z) = oo, ¢ este bijectivil, cu inversa ¢! : R — R de asemenea
Tr——00 T—00

continua gi strict crescatoare pe R.. ... ... 1p

Inegalitatea din ipoteza se transcrie atunci echivalent

g(f(x)) >z, pentru orice z € R <= f(z) > ¢~ '(z), pentru orice z € R.

............................................................................................... 1p
Atunci - .
f(z)dx 2/ g (z)dx
0 0
............................................................................................... 1p
Cum ¢(0) = 0 si g(m) = 7, din identitatea lui Young avem
| o @ e = x-g(m —0-90) = [ glayar -
2 2
=72 — (7; - COS(ﬂ')) + (0 —cos(0)) = % -2
............................................................................................... 1p



Problema 2. Fie (K, +,-) un corp cu proprietatea cd x*y = yx?, pentru orice v,y € K. Ardtati
ca corpul (K, +,-) este comutativ.

Solutie.
Fie Z(K) = {c € K| cx = zc, Yz € K} centrul corpului K. Atunci Z(K) este un subcorp al lui K.
............................................................................................... 1p
Avem ci 2-a= (a+1)2—a?—1€ Z(K), pentru orice a € K. ........ooiiiiiiiiiiiiiia.... 1p

Daca caracteristica char(K) a corpului K este diferita de 2, atunci 2 - 1 este un element inversabil,
aflat in centrul Z(K), astfel ca

a=(2-1)"1-(2-a) € Z(K), pentru orice a € K,

si corpul K este comutativ. .. ... 1p
Fie in continuare char(K) = 2.
Pentru orice a,b € K avem ci w =ab+ba = (a+b)?> —a? =02 € Z(K)....oooviiiiiiiii. 1p

Cum w - ab = (ab)? + ab’a = (ab)? + a?v?* € Z(K), dacd w # 0, atunci a,b # 0 si ab =
wt- ((ab)? + a®b?) € Z(K). Atunci a- (ab) = (ab) -a = a- (ba), astfel c&, simplificand la stanga cu
a, obtinem ca ab = ba.

Daca w=0,cum 1 =—1,rezulta ca ab= —ba =ba. ..., 2p
In concluzie, ab = ba pentru orice a,b € K si corpul K este comutativ.......................... 1p

Problema 3. Fie f :[0,1] — R o functie continua, cu f(1) = 0. Demonstrali existenta si

determinati valoarea limitei
1 1
lim < / x (f(tr) — f(x)) da:) .
t—1 1—1 0

t<1

Solutie.
Fie g : [0,1] — R functia definita prin g(z) = zf(x) pentru orice = € [0, 1]. Fiind continua, g
admite primitive, si fie G : [0,1] — R primitiva functiei g cu G(0) = 0. Atunci g(1) = f(1) =0 si

/ e f (@) do = / () dr = G(1)

............................................................................................... 1p
iar . . )

/0 xf(tx)de = 2 /0 tg(te)de = < - G(t),
pentru orice © € (0, 1]. o oot 2p
Rezulta ca



............................................................................................... 1p
Fie u,v : [0,1] — R functiile definite prin u(t) = G(t) — t?G(1), respectiv v(t) = 1 — ¢, pentru
orice t € [0,1]. Functiile u si v sunt derivabile, cu u'(t) = g(t) — 2tG(1), v'(t) = —1, pentru orice
t € (0,1), si verifica conditiile:

/
t
lim w(t)= lim v()=0 si  lim “,( ) _oa(1) - g(1) = 26(1).
t—1 t—1 t—1 V()
t<1 t<1 t<1
............................................................................................... 1p
Cu regula lui I’'Hopital rezulta atunci ca exista limita
, 1 /1 1 u(t) L u(t)
lim | ——- x(f(tx) — f(z da;)— lim = -—== lim —=
t—1 (1_t 0 (ft) (=) t1 t2 u(t) t—1 v(t)
t<1 t<1 t<1
si aceasta este egala cu
im0~ 261 =2 | i) d
im = = xf(x)dx
t—>1 V() 0
t<1
............................................................................................... 2p

Problema 4. Fie L un corp finit, cu q elemente. Aratati ca:
a) Daci ¢ = 3 (mod 4) sin € N, cun > 2, este un numar natural divizibil prin ¢ — 1, atunci
2" = (22 + 1)" pentru orice element v € L*.
b) Dacd existd un numdr natural n € N*, cun > 2, astfel incat ™ = (x> +1)" pentru orice v € L*,
atunci ¢ =3 (mod 4) §i ¢ — 1 divide n.

Solutie.
a) Deoarece grupul multiplicativ L* are ordinul ¢ — 1, pentru orice z € L* avem 29! = 1, si cum
n este un multiplu al lui ¢ — 1, rezulta ca ™ = 1, pentru orice x € L*. ............ ... .. ... .. 1p

Deoarece 4 nu divide ordinul ¢ — 1 al grupului L*, nu exista in LL* elemente de ordin 4, astfel ca
x? # —1 pentru orice x € L*. Rezulta ca 22 + 1 # 0, deci (22 + 1)" = 1, pentru orice = € LL*.
Prin urmare, 2™ = (2% + 1)", pentru orice & € L*.. .. ... 1p

b) Daci char(L) = 2, ar rezulta c& 1 = 1" = (12 +1)" = 0, ceea ce este fals. Prin urmare, g
este impar.

Daca ¢ = 1 (mod 4), consideram un generator a al grupului multiplicativ IL*, si fie b = o't
Atunci b este un element de ordin 4 in L*, astfel ca b # 1 = (b?)2. Rezultd ci b*> = —1 si obtinem
ca b = (b + 1)" = 0, ceea ce este fals. Prin urmare, ¢ =3 (mod 4)............cooiiiiiiiinn.. 2p

Consideram submultimile A = {z + 27|z € L*} si H = {z € L*|2" = 1}. Deoarece L* este



comutativ, H este un subgrup al lui L*. Conform ipotezei, pentru orice y € A exista z € L* cu
y=x+z =222+ 1),astfel cay" =27 (22 +1)"=1. Rezulta cAa AC H. .............. 1p
Fie f : L* — A functia definita prin f(x) = x + 271, Din definitia multimii A, f este surjectivi,

astfel ca
L=
yeA

i rezulta ca

¢—1=L = 1/l

yeA
............................................................................................... 1p
Fie u,v € L* care verifica egalitatea f(u) = f(v). Echivalent, avem
utul=v+rv = u—v=v'!-ul = (u-v)(w—-1)=0<=ve {uu '}

Cum u =u"! <= u? =1<= u e {1, -1}, rezulta ca
- = 1) =1 e D)) =) =1
si
1f'(y)| =2, pentruoriceyc A\{2-1,2-(-1)}.
Obtinem ca
g—1=|L"=14+1+2-(|4]—-2)=2-|A] -2,

astfel ca |A| = q;r—l. Cum A C H, avem atunci ca |H| > %1 > 1 |L*|. Cum H este un subgrup al
lui L*, rezulta atunci ca H = L*. Prin urmare, 2" = 1 pentru orice x € L*.

Considerand un generator a al grupului L*, avem ca ord(a) = ¢ — 1 si a™ = 1, de unde rezulta ca
G — L divide M. 1p



