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CLASA a XI-a — solutii si bareme

Problema 1. Fie I C R un interval deschis si f : I — R o functie de
doud ori derivabila pe I, cu proprietatea f(z)- f”(z) = 0, pentru orice x € I.
Aratati ca f”(z) = 0, pentru orice z € I.

Solutie. Fie A = {x € I| f"(x) # 0}. Presupunem, prin absurd, A # (.
Cum f"” = (f’)" are proprietatea lui Darboux pe I, multimea A nu poate
avea un singur element. ....... ... .. 2p
Fie a,b € A, cu a < b. Din ipoteza, deducem f(a) = f(b) = 0. Functia
g: I =R, g(x) = f(x)f'(x), Yo € I, este monoton crescatoare pe [
deoarece ¢'(x) = (f'(x))? + f(z)f"(x) = (f'(x))? > 0, Vo € I. Atunci, din
g(a) = g(b) = 0, obtinem g(x) =0, Yz € [a,b], deci ¢'(x) =0, Vz € [a,].

/ o

Rezulta f'(z) =0, Vx € [a,b]. Dar atunci f’(a) = lim fi@) = fila) =0,
z\a r—a

in contradictie cu a € A. Prin urmare A = (), adica f”(x) = 0, pentru orice

T Lo S5p

Problema 2. Fie A € M, (R) o matrice inversabila.

a) Aratati cd matricea AAT are valorile proprii reale, strict pozitive.

b) Presupunem ca existd numerele naturale nenule si distincte p si ¢
astfel ca (AAT)P = (AT A)%. Aritati ca AT = A1

(Notatie: AT este transpusa matricei A.)

Solutie.
a) Demonstratia 1.
Fie A € C o valoare proprie a matricei AAT §i X € M, 1(C) \ {On1},
astfel incat AATX = AX. Transpunand si conjugand relatia anterioars,
obtinem XTAAT = XYT, de unde, prin inmultire la dreapta cu X, rezulta
XTAATX = XX X. Astfel, (ATX) (ATX) = X (X" X). Dacit
I Y1
x2 Y2
X = . §1 ATX = . )

Tn Yn



n n
atunci egalitatea matriceala anterioara devine g lyil? = A E |z;|%. Cum
i=1 i=1

n
X # Op1 i A este inversabila, deci ATX +£ Op,1, avem Z\xz\z > 0 si
i=1

n
> " lyil* > 0. Rezultd A € (0, 00).

= Demonstratia 2.
Deoarece (AAT)T = AAT | matricea reald simetrica AA” are valorile proprii
reale. Cum A7 este inversabild, avem AT X # O, 1, VX € M, 1 (R)\{On1}.
Atunci XT(AAT)X = (ATX)T(ATX) >0, VX € Mp1(R)\ {On1}, adici
matricea AAT este pozitiv definitd. Rezulti ca valorile proprii ale matricei
AAT sunt strict pozitive.

b) Matricele AAT si AT A au acelasi polinom caracteristic .......... 1p
Fie 0 < A1 < Ao < ... < A\, valorile proprii comune ale matricelor AAT si
AT A. Matricele (AAT)P si (AT A)? au valorile proprii A} < A) <... <A si
respectiv A < X < ... < A\l. Din (AATY = (AT A)4 rezulta /\f = )\g, de
unde X779 =1, pentruizl,...,n. Atunci \i =X =...=)\, =1..... 2p
Notam AAT I, = B = (bij)1<i,j<n- Matricea B este are valorile proprii
nule dem B? are valorile proprii nule. Cum B este simetricd, obtinem

ZZbQ = Tr (BB') = Tr (B?) = 0. Rezulti B = O, adica AAT = I,,.
i=1 j=1
Rezulta, AT = A= 2p

Problema 3. Fie matricele A, B € M, (R). Consideram functia ma-
triceald f : M, (C) — M,,(C), definita prin f(Z) = AZ+BZ, Z € M,(C),
unde Z este matricea avand ca elemente conjugatele elementelor lui Z.
Aratati ca urmaétoarele afirmatii sunt echivalente:

(1) functia f este injectiva,

(2) functia f este surjectiva,

(3) matricele A+ B si A — B sunt inversabile.

Solutie. Pentru Z € M,,(C), exista X, Y € M, (R) astfel ca Z = X +iY,
iar Z =X —iY. Rezultid f(Z) = (A+B)X +i(A=B)Y .............. 1p
(1)=(3). Presupunem, prin absurd, ca A + B este neinversabild sau
A — B este neinversabila. Daca matricea A + B este neinversabila, atunci
det(A+B) =0, deci exista C € M, 1(R)\{Op 1} astfel ca (A+B)C = Oy, 1.
Definim matricea X € M, (R), X # O,, avand cele n coloane egale cu C.



Obtinem f(X) = (A+ B)X = O, = f(O,), in contradictie cu ipoteza
(1). Daca matricea A — B este neinversabila, atunci det(A — B) = 0, deci
existd D € My, 1(R) \ {Oy,1} astfel ca (A — B)D = Oy,1. Definim matricea
Y € Mu(R), Y # O, avand cele n coloane egale cu D. Astfel, avem
f(@Y) =1i(A - B)Y = O,, = f(O,), In contradictie cu ipoteza (1).

Prin urmare, implicatia (1)=>(3) este demonstrata.................. 2p

(3):>(1) Fie Z1 = X1 + Y1, cu X1,Y; € Mn(R), i Zo = Xo + 1Yo,
cu Xo,Ys € My(R), astfel incat f(Z1) = f(Z2). Atunci, are loc relatia
(A+ B)X1 +i(A - B)Y; = (A+ B)Xs + i(A — B)Ys. Rezulta relatiile
(A+ B)(X; — X2) = Oz 51 (A— B)(Y1 — Y2) = O. Din ipoteza (3) deducem
X1 —X2 == 02 §i Yi - Yé == 02. Astfel, X1 == X2 §i Yi == Yé, deci Z1 == ZQ.

Rezulta ca functia f este injectiva............. ..o oL, 1p

(2)=-(3). Presupunem, prin absurd, ca A + B este neinversabila sau
A — B este neinversabild. Daca matricea A + B este neinversabila, atunci
det(A+ B) = 0. Pentru Z = X + 1Y € M, (C), avem det((A + B)X) = 0.
Rezulta f(Z) # I, VZ € M,(C), in contradictie cu ipoteza (2). Daca
matricea A — B este neinversabila, atunci det(A — B) = 0. Pentru oricare
Z = X +iY € M,(C), avem det((A — B)Y) = 0, deci f(Z) # il,, in
contradictie cu ipoteza (2).

Astfel, implicatia (2)=-(3) este demonstrata ........................ 2p

(3)=(2). Fie Z = X +iY € M, (R). Definim matricele U = (A+B)"1X
§iV =(A—- B)"lY. Atunci avem f(U +iV) =X +iY = Z.

Rezulta ca functia f este surjectiva. ..., 1p

Nota. Pentru justificarea echivalentei (1) < (2) pe baza faptului ca
f este o aplicatie liniara pe spatiul vectorial finit dimensional M,,(C) se
acorda 3p, iar pentru demonstrarea uneia dintre echivalentele (1) < (3) sau
(2) < (3) se acorda 4p.

Problema 4. Fie functiile f,g : R — R, unde g(z) = 2f(x) + f(2?),
pentru z € R.

a) Aratati ca, dacd f este marginitd intr-o vecinatate a originii, iar g
este continud in origine, atunci f este continua in origine.

b) Dati un exemplu de functie f, discontinua in origine, pentru care
functia g este continua in origine.

Solutia 1.
a) Fie ¢ > 0, arbitrar. Conform ipotezei, exista d1, M > 0 astfel incat
|f(z)] < M, Yz € (—=d1,d1). Cum g este continua in origine, exista do > 0,



care depinde de ¢, astfel incat |g(z) — g(0)| < %, Vi € (—d2,d2). Definim
§ = min{dy, 62,1}. Din 0 < § < 1, deducem a? < §, Va € (=46, 9).
Fie x € (—4,0). Deoarece |x| < § < d2, avem

_ 12f@) — 2/ _ 12/ (x) + f(2?) = 3f(0)| + | f(«?) — f(0)]

1) = SO . .
_ lg@) =9 [£(2) - FO) _ e n |f(Jzl*) — f(0)]

2 2 4 2
........................................................................ 2p
Prin inductie, obtinem inegalitatea

z|?") = f(0
() — £(O)] <€<212+213+...+2n1+1> G 2)71 A

AM
Fie p € N* astfel incat 2° > —. Avem |z|*" < § < §;. Atunci
€
1 1
B () FO) (- F) oM e e

F@)-f O] < = . 2 S <l

Rezulta ca functia f este continua in origine ........................... 2p

b) Fie a € (0,1) si A= {+a*", n € Z}. Definim functia

. _ [ D2 Jal=a*", nel
f:R—=R, f(x)—{ 0 zeR\A
Deoarece lim a2 =0 si lim f (az%) = lim 2% = o0, f este discontinus
k—00 k—00 k—o0

in origine.
Daca x € R\ A, atunci 22 € R\ A (reducere la absurd). Rezulta g(z) = 0.
Dacid x € A, atunci exista n € Z astfel incat |z| = a®". Rezulta

g@) =2f (') + £ (o) =2 (1) + (-] =0

Prin urmare, g este functia nula, continua in origine.................... 3p
Solutia 2
a) Fie limitele L := limsup f(z) = li{% (sup{f(z)| x € (—e,e) \ {0}})
z—0 €
si £ := liminf f(z) = lim (inf{f(z)| z € (—¢,e) \ {0}}). Deoarece f este
x—0 e\0
marginita pe o vecinatate a originii, avem £, L e R, cu ¢ < L ........... 1p



Exista girurile (2, )n>1 $1 (Yn)n>1, cu termenii nenuli, convergente la 0, astfel
incat lim f(z,) = L si respectiv lim f(yp) =0 .o, 1p
n—o0 n—oo

Din continuitatea lui g in origine si proprietatile limitelor superioara si in-
ferioara, rezulta

9(0) = lim g(wn) = lim (2f(zn) + f(27)) = lminf(2f () + f(27))

n—oo

> 2liminf f(2,) + liminf f(a?) = 2 lim_ f(x,) + lminf f(a7) > 20+ ¢

n—oo

si

9(0) = lim g(y,) = lim (2f(yn) + f(yp)) = limsup(2f(ya) + £ (7))

n—oo

< 2limsup f(y,) + limsup f(y2) = 2 li_}rn f(yn) + limsup f(y2) < 20 + L.

n—oo n—oo n—oo
Cum ¢ < L, din inegalitatea 2L + ¢ < g(0) < 20 + L, rezulta L = ¢ = g(30)
Prim urmare, f este continua in origine, cu lir% flz) = 9(30) = f(0)....2p
z—>

b) A se vedea Solutia 1.



