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Clasaa XIl -a

BAREM

Subiectul 1

1
Consideram matricea A:(1 J si multimea

G:{xa eMz(R)(Xa =I2+aA,a>—%}.

(3p) a) Aratatica G este parte stabile alui M, (R) in raport cu inmultirea matricelor, apoi
demonstrati ci structura algebrica (G,-) este grup abelian.
(2p) b) Demonstrati ca functia f:G —> R, f(Xa)= In(2a+1) este izomorfism Intre grupurile
(G, ), respectiv (R,+).
(2p) ¢) Calculati X, - X5 ..o X, ,,neN".
2 2 2

Barem de corectare:

l1+a a 1 . 2
a) X, = ,a>——; respectiv A® =2A;
a 1l+a 2

X, X, =(I,+aA)(1, +bA)=1, +(a+b)A+abA’ = I, +(a+b+2ab)A
deoarece a+b+2ab >—%<:> (2a+1)(2b+1)>0,Va,b >—%, atunci

= X, X, = X,pow €G, ¥V X,, X, € G =G este parte stabilia lui M,(R) in raport cu inmultirea

MALIICRIOT. . . . 1 punct
Se verifica daca sunt indeplinite axiomele grupului abelian:
G1 :(Xa : xb) ><c = xa (xb : xc)’ v Xa’ Xb’ xc eG

Avem: (Xa ' Xb) Xc = Xa+b+2ab ’ Xc = Xa+b+c+2(ab+ac+bc)+4abc

G,:l,=1,+0-A=X, €G este elementul neutru in G, in raport cu inmultirea matricelor

G,:VX,eG,3IX, =X , €G, —a >—1,Va>—1,elementulneutru;
22 1+2a 2 2
G, i Xy Xy = Xipizan = Xpsarana = Xp - X0y VX, Xy eGo 2 puncte

b)f:G >R, f(Xa): In(2a +1) este izomorfism de grupuri daca si numai daci:
injectiva

festebijectiva{ .
surjectiva

f este morfism
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f injectiva & V X,, X, €G, X, = X, = f(X,)= f(X,)
2a+1 0 2a+1

Presup. f(X,)= f(X,)< In(2a+1)=In(2b+1) < In b1 0T i1 C =l=a=b
Dar X, # X, = a=b, deci contrad., f este injectiva (1)

f este surjectiva <> VteR,3 X, €G astfel incat f(X,)=t;

conform definitiei f(X,)=In(2a+1) = In(2a+1l)=t<2a+l=¢'=

a= et2_1>—% (dem.) =3 X, =X, €G,deci f este surjectivd (2)

~ ‘

f este morfism <« (X, -X,)=f(X,)+f(X,)V X,, X, €G:
(X, X,)=F(X,.p.0m )= IN(2(@+b+2ab)+1)=In(2a+1)2b +1) = In(2a+1)+ In(2b +1) =
FOX )+ F(X,) oo, 2 puncte
o) (X, X.) X, )= (X, -X, )+ f(X, )=In(2a +1)2a, +1)2a, +1)
Se demonstreaza prin metoda inductiei matematice ca
£(X, - X, - X, )=In(2a, +1)2a, +1).(2a, +1), Vne N’

Aplicam problemei:

(szm}l H( 2K 1+1j:|n]jzk:|n(2“-n!) ®)

Fie Hx , =X, atunci f[ﬁmezf(xa)zln(2a+l) (4)

2k-1
=1 2
" nl—
din (3) si (4) rezulta In(2a+1)=In(2"-nl)=2a+1=2"-ni=a= 2 2” i1
Deci HX e = Xp Xy Xy =X neNL 2 puncte
k=t 2 2 2 2 2
Subiectul 2

Fie G un grup multiplicativ cu proprietatile:
(xy)’ =Xy (xy) = x*y*,(xy)" =Xy, WX,y €G.
Sa se arate ca grupul G este comutativ.

Barem de corectare:

Tinand cont de egalitatile din enunt, avem:
4.4 4 3 3,3 3 3
X'y =(xy) =(xy) xy =xXy’xy = xy’ = y°x
Deci x comuti cu y® si, ca urmare, X comuti cu orice putere intreagi a lui y*

o XY = YK N € ettt 2p
Analog obtinem X°y° = (xy)5 = (xy)4 xy = X"y*xy.
De unde Xy* = y*X=> XY™ = YK, VK € oo 2p
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Numerele 3 si 4 sunt prime intre ele= 3n,k €[] astfel incat 3n+4k =1.......cccccvneneee. 1p
Putem scrie: xy = xy™"* =(xy™ ) y* =(y*"x) y* = y* (y*"%) = Y X = YXerrororrene 2p
Deci grupul G este comutativ.
Subiectul 3
. e*+cosx

(3p) a) CaICUIaEI fmd%, X € (0, 00)

x? —x°
(4p) b) Determinati primitivele functiei f :(-1,00) >R , f(x)= Y

+ X
Barem de corectare:
a) Determinam numerele reale a,b astfel incat
e* + cosx = a (e* + cosx + sinx) + b (e¥ + cosx + sinx)' (V)x € (0,00) ..o 1p

= e* 4+ cosx =a(e* + cosx +sinx) + b (¥ — sinx + cosx ) (V)x € (0,00)
= e* +cosx=(a+b)e*+ (at+tb) cosx + (a—b) sinx (V)x € (0,00)

Folosind metoda identificarii coeficientilor, obtinem:

a+b=1 1
{a—b=ﬂ=}a b—2 ................................................................... 1p
g +rosx =& +cosx+3m.x}+ i +cosx+szn.x} _

“r ¥+ cr.:-s:r+sz'n.::' B "r a* +cﬂ-sx+3m.x dx =

= %x — % In(e® + cosx+sinx) + € s 1p
2 5

b) Fie F : (~1,20) - R Fxx):jx 2 dx j3x(1 X 8K oo 1p
1+Xx ( )3 +1

Notam u = x®, du=3x%dx. Cum x>-1=u>-1.

1¢1-u
:>Fa):§jm+1du ............................................................. 1p

1-u _ A N Bu+C ‘-(u3+1)

W+l u+l ui-u+1l

=1-u=AU’-u+D)+Bu+C)u+l) =1-u=u*(A+B)+u(-A+B+C)+A+C

N
A+B=0 32 ,
_A+B+C=-1 ={B=-% :>FU%:—— L ——j u-1 4 T
3 1+u ul-u+1
A+C=1 .
C==
3

Zalau, strada Simion Oros, nr. 2, Judetul Salaj, Telefon: 0260661391, Fax: 0260619190, E-mail: secretariat@isjsalaj.ro, www. isjsalaj.ro

MINISTERUL EDUCATIEI !



INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN SALAJ
g Loc. Zalau, str. Simion Oros, nr. 2, Cod 450059

Tel: 0260661391, Fax: 0260619190, MINISTERUL EDUCATIEI !
[P SATATNG )

E-mail:secretariat@isjsalaj.ro

2 1 2 1
=ZInu+d-ZInu?-u++c==In(x®+)-=In(xX* = x>+ +¢
gInlu+1-3 | 1 5 N0 +1) =S n( )
o .. R 2, . 3 1, 6 3
= Primitivele functiei f sunt: F:(-1,00) >R F(x)zgln(x +1)—§In(x -xX’+)+c .....1p
Subiectul 4

1
arctg—, X< 0

1, x=0

Sa se arate ca functia f: R - R, f(x) = { nu admite primitive pe R .

Barem de corectare:

x
xe+1

farctgidx =[x arctgidx = xarctgi — dx = xarctgi - %ln(xz + 1)+ Cho 2p

Presupunem ca f admite primitive pe R. Atunci o astfel de primitiva arata de forma

11
xarctg= —-In(x>+ 1)+ C, , x<0
F(x):{ g, R 1p
x+ 0y, x=0
Deoarece F este o primitiva lui f atunci F este o functie derivabila pe R , deci F este continud pe R.
Din continuitatea functiei F in punctul x = 0 obtinemca C; = €, = C. ........ 1p
1 1
. F(x)1—F(0 . xarctg-—-in(x?+1) T
llmx_)aaM = lim L 2 o ———————————— 2p
<0 X x—0 X 2
x<0

Din derivabilitatea functiei F in punctul x = 0 obtinem ca —g = 1 contradictie. Deci functia f nu

AdMIte PrIMITIVE PE TR .ottt bbbttt sttt n e 1p
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