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Clasa a Xl-a

1. a) Se considerd matricea A = (aij ), i,j = 1,4, definita astfel:
b)Fie A,B € M3(Z) cu AB = BA sidetA = detB = 0. Sa se arate ca

= max(i,j) oricare ar fi i, j = 1, 4. Si se calculeze det A.

det(A3 + B3) este sumi a doud cuburi de numere intregi.

2. a) Dati exemplu de matrice A BeM,(R) astfel incat (A+ B)2016 =(A-B

trA=trB=0 $1 detA-detB=0.
b) Fie A BeM,(R) astfel incat (A+B)™" =(A-B)
Demonstrati ca tr A=trB=0SaU detA=detB=0.

)2016 _ 02’

2016 2016

0,.

3.a) Fie aj,a,,...,ay05 €R, & +ay +...+ 8y =0 . Calculati

lim (al\/n +ay +ag\N+ay +...+ Byp64/N+ A1 )

nN—o0
b) Demonstrati ca exista siruri (a,) , , CU &, e{-11} pentru orice neN, astfel
AL Ap 1 1
Incat lim(n+a, +n+a, +..+n+a, —nyn+ay |=—=.
CAt lim ((n+a + 2, +.+n+ay -nyn+ag)=7

4. a)O functie f: R = R, periodica si neconstanta, nu are limita la +oo.
b) Determinati functiile f: R — R care verifica conditiile:
1) exista lim (f(x)-x)=aeR,;
X—>0

) f(x+2)+f(x)=2f(x+1), vxeR.
Nota:

e Toate subiectele sunt obligatorii;
e Timp de lucru: 3 ore.



Solutii clasa a Xl-a:

a1 Q12 i3 auu| |1 2 3 4
_ |%21 Q22 Q23 Q24| |12 2 3 4| _ _
1.a) det4 = az1 az; azz Azl (3 3 3 4| 4.
Ag1 A4y Q43 Qua] |4 4 4 4

b)Fie P(X) = det(4 + XB) = (detB)X> + aX? + bX + detA, a,b € Z. Cum

det A = det B = 0 se obtine P(X) = det(A + XB) =aX? + bX, a,b € Z. Dar
det(A43 + B3) = det(A+ B)(A+ EB)(A + £%B) =

= (det(4 + B)(det(4 + EB)(det(4 + £2B)) = P(1)P(E)P(E?) =
= (a+ b)(aE? + bE)(aE* + bE?) = (a + b)(aE? + bE)(a€ + bE?) =
= (a+ b)(a*E3 + ab(E? + &) + b?E3)=(a + b)(a? — ab + b*)=(a® + b?),
unde EEC—R, E2+E+1=0, £3 =1, adica radicina de ordinul 3 a unitatii.

Tn concluzie: det(A% + B®) = a® + b3,a,b € Z , adica det(43 + B?) este sumi a doua
cuburi de numere intregi.
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2. a) Luim de exemplu Az(o 1] si Bz( 1 OJ' Rezulta

2016

1 1
A+B=[ J de unde gasim (A+ B)2 =0,, deci (A+B) 0,.

2016
202.

A-B :ﬁ :ﬂ de unde gasim (A- B)2 =0,, deci (A-B)
trA=trB=0, det A-detB=-1=0.
b) Folosim faptul ca dacd X e M,(C), X" =0,,n>2, atunci X*=0,.
(X"=0,=detX =0=X?=(trX)-X = X"=(rX)"™"-X =0, = trX =0 sau
X=0,=X?*=0,.)
Revenim la problema:
Din (A+B)**® =0, rezultd (A+B)* =0, < A2 + AB+BA+B2=0,.
Din (A-B)Y**® =0, rezulta (A-B)* =0, <> A2~ AB-BA+B%=0,.

Prin adunare obtinem A? + B? =0, .
Folosind relatia Cayley - Hamilton avem: A”=(trA)- A—(detA)-I, si B*=(trB)-B—(detB)- I,
Obtinem: (trA)- A+(trB)-B=(det A+detB)-1,.(1)
Dar (A+B)***® =0, implica det(A+B)=0 iar (A—B)**** =0, implica det(A-B)=0.
Cum det(A+B)+det(A-B)=2-(det A+detB) obtinem detA+detB=0.(2)

Din relatiile (1) si (2) obtinem ca (trA)-A+(trB)-B=0, < (trA)- A=—(trB)-B.
Trecand la determinant avem:
(trA)? - detA =(trB)° - detB < (trA)” - detA = ~(1rB)” - detA > detA | (tra)” + (trB)* | 0.
DacadetA=0=detB=0.
Daca (trA)2 +(trB)2 =0, cum trAtrBeR rezultd trA=trB =0.
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3. a) Avem succesiv:

lim (al\/n +ay +ag\N+ay +..+8yp6 N +a2016)

nN—o0

_Jm(al\/n+a1+a2\/n+a2+ a2015\/n+a2015 al\/n+a2016 a2\/””'512016 ‘azolsx/”Jfazole):

_nlm[al(\/mal \/n+a2016)+a2(\/n+a2 Jn+a2016)+ +a2015(\/n+a2015 Jn+a2016)}

~lim| a. & ~ 3016 a ~ 016 015 ~ @016 -0
nN—o0

Jn+ag +n+agg a2 Jn+a, +n+agye Tt G015 Jn+agggs + N+ agge

b) Notim x, =/n+a, +n+a, +..+,n+a, —nn+a, sialegem a; =—1. Pentru fiecare
n>1, notam k, numarul de termeni egali cu +1 din secventa a;,a,,...,a, , restul fiind egali cu

. 2k . . .
-1. Obtinem ca x, =k,vn+1-k,Vn—1=——"—— . Ramane si construim sirul (a, )
n+1++n-1
astfel incat lim ~ = pentru aceasta alegem a, =+1<>n=(2m)°,meN" . Rezultd
n—o0 \F 2
2 1
2k, )" <n<(2(ky,+1)) , de unde obtinem lim —==—.
(26) <01<(2(0k +1)) lim o~
NN

4. a) Deoarece functia f este periodica, atunci existd T > 0 astfel Tncat
f(x+T)=f(x), vxeR. Dar functia f este neconstanta, deci exista x;,%, € R astfel incat

FOx) = f(x,).

Definim sirurile ( )

0@ =X +NnT,¥n>0si(b,) b, =x,+nT,¥n>0.
Evident ima =limb =oc.Dar f(a )= f(X,+nT)= f(X)si

n—oo nN—o0

f(b)=f(x,+nT)=f(x,), deci le f(a)="1(x)=f(x,)= Inim f(b, ), deci
functia f nu are limita la + 00.

b) Fie g: R - R, g(X) = f (X) — X, atunci se obtine g(x+2)+g(x)=2g(x+1),VxeR , ceea
ce implica g(x+2)—g(x+1) =9g(x+1)—g(x),vxeR.

Notam h(X) =g(x+1) —g(X), : R = R, atunci h(x+1)=h(x), ¥xeR, de unde rezulti ci

functia h este periodica.
Dar,

lim h(x) = lim (g(x+1) — g(x)) = lim[(f (x +1) - (x+1)) - (f (x) - x)|=a—a=0.
Conform punctului a) se obtine ca functia h este constanta si h(x) =0, VxeR.

Atunci g(x+1)=g(x),vxeR, adica si functia g este periodica si are limitd la + o0, deoarece
lim g(x) = lim (f (X) — X) = a, atunci functia g este constanti si g(x)=a, vx<R . Deci,

>0

f(x)=x+a, Vxe R, este functia ciutata.



