Concursul Interjudetean de Matematica ,,Teodor Topan”, Editia a XV-a
Simleu Silvaniei, 17 decembrie 2022

Clasa a VII-a

1) Fie ABCD un patrat si DEC un triunghi echilateral situat in afara patratului.
Dreptele AC si BE se intersecteaza in F' iar dreptele AE si DF se intersecteaza in L.
Demonstrati ca AF = 2LF.

Liliana Niculescu, Supliment Gazeta Matematica nr. 9/2022, problema S:E22.230

Solutie si barem de corectare

A D

B C

Triunghiurile isoscele DAFE si CBE au unghiurile de la varf de 150°, deci unghiurile de
la baza masoara 15°.
Rezultad cd ZAEB = 60° — 30% = 30°. ..ttt e e 1p

Cum masura unghiului FAC este tot 30° (45° — 15°), triunghiul AF'E este isoscel cu
F A = F . e 3p
Deducem ca punctul F' apartine mediatoarei segmentului [AE].

Din egalitatea DA = DFE rezulta ca si punctul D apartine mediatoarei segmentului
[AE], deci dreapta DF' este mediatoarea segmentului [AFE] (patrulaterul ADEF este un
delbold). ..o 2p

Acum concluzia problemei rezultd imediat din observatia ca triunghiul ALF este
dreptunghic cu unghiul A de masurd 30°. ......... i 1p



2) Spunem ca un numar natural pozitiv este ,,foarte simplu” (pe scurt f.s) daca pentru
orice divizor natural d al sau numarul d — 1 nu este compus.

a) Aratati ca numarul 24 este f.s.

b) Cate elemente are multimea numerelor f.s?

Dorel Mihet

Solutie si barem de corectare

a) Cei 8 divizori ai numarului 24 sunt 1,2, 3,4, 6, 8,12, 24 si niciunul dintre numerele
0,1,2,3,5,7,11,23 nu este compus (amintim ca un numéar compus este un numar mai
mare decat 1 care are mai mult de doi divizori). ........... ... .. .. i 1p

b) Deoarece 24 este f.s, orice divizor al sau este de asemenea f.s. Tntr—adevér, daca d
este un divizor al lui 24 atunci orice divizor d; al sau va fi si divizor al lui 24, deci d; — 1
nu este compus.

Rezulta ca multimea numerelor f.s are cel putin 8 elemente. .................... 1p
Vom demonstra ca ea are exact 8 elemente, adica este formata doar din divizorii lui 24.

Pentru aceasta observam mai intai ca un numar f.s n mai mare decat 1 nu poate avea
factori primi diferiti de 2 si 3, deoarece daca p > 3 este un divizor prim al lui n atunci
p — 1 este un numar par diferit de 2, deci p divide n si p — 1 este compus. Prin urmare
orice numar f.s este de forma n = 2% - 3¢, cu k, £ numere naturale. .................. 2p

Observam apoi ca exponentul lui 2 din aceastd descompunere nu poate fi mai mare
decat 3, pentru ca daca k > 4 atunci d = 16 ar fi un divizor al lui n gi d — 1 = 15 este
compus.

De asemenea nu putem avea £ > 2, pentru ca in caz contrar d = 9 ar fi un divior al lui
n cu d — 1 numar compus.

Asadar orice numar f.s este de forma 25 -3¢, cu k < 3, ¢ < 1, adici este un divizor al

JUL 24, e e 3p

3) In triunghiul dreptunghic ABC cu ZB = 90° notdm cu I punctul de intersectie a
bisectoarelor interioare, cu D, E, F respectiv proiectiile punctului I pe laturile BC, AC,
AB, cu P intersectia dreptelor CI si EF §i cu Q intersectia dreptelor DP si AB.
Demonstrati ca AQ = BF.

Olimpiada Noua Zeelanda



B D C

Solutie si barem de corectare

Deoarece punctele de pe bisectoare sunt egal departate de laturile unghiului, au loc
egalitatile IF = ID = IFE.

Din IF = ID deducem ca BDIF este patrat (romb cu unghi drept), deci BD = F1I.

Folosind din nou egalitatile [F = ID = [ E deducem ca AAFI = NAFEI i ACEI =
ACDI (CU)deci AF =AE i CE=CD. ... ..., 1p

Din AF = AF si [AI bisectoare rezulta ca AI L EF, iar din CE = CD si [CP
bisectoare ca ACEP = ACDP (LUL), deci ZCEP = ZCDP. .................... 2p

Rezulta ca ZAEF = ZQDB, deci ZEAI = /DQ@B (complemente de unghiuri con-
L3 1S3 011 P 2p

Triunghiurile dreptunghice AFI si @BD sunt asadar congruente (CU), deci AF =
@B si scazand din ambii membri QF' obtinem concluzia problemei. ................ 2p

Alta solutie

Deoarece AQ|| I D (ambele sunt perpendiculare pe BC') si BF = ID (FBDI este patrat),
daca concluzia ar fi adevarata atunci AQ DI ar fi paralelogram, pentru ca ar avea doua la-
turi opuse paralele si congruente. Evident este adevarata si proprietatea reciproca: daca
AQDI este paralelogram, atunci AF = BF (=ID). Asadar este suficient sa aratam ca
AT|DQ. o 1p

Remarcam ca punctele E, F, D sunt punctele de contact ale cercului inscris in tri-
unghiul ABC' cu laturile triunghiului, iar I este centrul acestui cerc.

Din egalitatile AF = AF si I[F = IFE rezulta ca Al este mediatoarea segmentului
[EF], deci AI 1. EF'. Va fi deci suficient sa aratam ca QD L FE. ................. 1p

Din egalitatile ID = IE si CD = CFE rezulta ca dreapta CI este mediatoarea seg-
mentului [DE] si cum P € C1, are loc egalitatea PD = PE. ....................... 2p

In plus ZPED = % ZFID = 45° (/PED este unghi inscris, iar ZFID este unghi la
centru in cercul inscris in triunghiul ABC). ... ... .. 2p

Prin urmare triunghiul PED este dreptunghic isoscel, deci PD 1 PFE, adica QD L
FE, ceea ce trebuia demonstrat. ........... .. e 1p



4) a) Aflati cel mai mic numar natural & (k > 2) pentru care exista k£ numere naturale
nenule aq, as, ..., a; astfel incat

(a1 —k)-(ag—2) ... (a —2)
aiy-ag - ... 0ag

= 2021.

b) Exista numere naturale k£ > 2 gi numere naturale nenule aq, as, . .., aj astfel incat
valoarea raportului
(a1 —k)-(ag—2) ... (a — 2)

ai-az-...-ag

sa fie 20227 (Factorii de la numarator, cu exceptia primului, sunt de forma (a — 2).)
Dorel Mihet

Solutie si barem de corectare

a) Din egalitatea (a1 — k) - (a2 —2) - ... (ax —2) =2021ay - az - ... - ai rezulta
(a1 —k)-(aa —2)-...-(a —2)] =]2021ay - az - ... axl,
adica
\al—k\-|a2—2l'...-]ak—2|:2021a1-a2~....ak.

Deoarece pentru a = 1 sau a > 2 are loc inegalitatea |a — 2| < a cu egalitate pentru
a =1, deducem ca |a; — k| > 2021a1. «.oovriiii 2p

Din aceasta inegalitate obtinem k — a; > 2021la;, adica k > 2022a; (inegalitatea
a; — k > 2021a; este imposibila).

Asgadar k este cel putin 2022. .. ... 2p
Pe de alta parte, cum (1—2022)(1—2)-...-(1—2) = —2021-(—1)?"21 =2021-1-1-...-1,
cel mai mic numar k cu proprietatea din enunt este 2022. ........ ... . ... oo 1p
b) Raspunsul este afirmativ. Un exemplu de numere naturale k, a1, ag, ..., ay astfel
incat
(al—k)-(a2—2)~...'(ak—2):2022a1.a2-...-ak
este: k =4045,a1 = l,ao =4 si a3 = a4 = ... = ago45 = 1 (in acest caz membrul stang

este (—4044) -2 (—1)4043 = 4044 - 2, iar cel drept 2022-4). ..., 2p



