OLIMPIADA DE MATEMATICA
Etapa locala — 9 februarie 2013
Barem, clasa a XI-a

1. Fie A si B doud matrice patratice de ordinul doi cu elemente complexe cu proprietatea ca
AB—BA=A. Sisearatecd AB"A=0,, oricarearfi n € N".

GM. 1172012

Solutie: Din AB— BA= A obtinem tr(A)=0 si A’=—A-I,, unde A=det(A). ...coceoorriiiiiiinnin, 1p
AB—BA=A = ABA—BA*=A’, deci ABA=BA* + A’ = —A-B-A-1,.

AB—BA=A = A’B—ABA= A, deci ABA=A’B— A’ = —A-B+A-1,.
Asadar A =0, deci A® =0, = ABA. ..cciiiiiiiiii e 2p
Afirmatia se demonstreaza prin inductie dupa n .
Am demonstrat ci AB'A = O, deci P (1) ¢ o propozitie adevarata.
Fie k€ N".Presupunemcd AB'A =0, sidemonstramca AB""A=0,. .....ccccccceiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii, Ip
AB-BA=A|'B" = AB" —BAB'=AB'|A, = AB"A-BAB'A=AB'A .. 2p
ip ind

& AB™MA-B|AB'A|=0, & AB"'A=0, sidinprimul principiu de inductie rezultd concluzia .................. Ip

02

2.2) S se gaseascd un exemplu de matrice distincte 4, B, C' € M, (R), astfel incat
det(4) = det(B) =det(C) =1 si det(A+B)>det(B+C).
b) Fie matricele 4, B, C' € M, (R) cu det(4) = det(B) = det(C) si det(A+ B) > det(B+C)
Daca det(A+i-B)=det(B+i-C), sisedemonstreze ca

det(A + \/EB) + det(B + \/50) > det(A + \/EB) + det(B + \/50) .

Dana Heuberger
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. 01 00 01 00 1 000
Solutie: a) De exemplu A = 00 0 1’ B = 00 1 ol C= 0010
0010 0 001 0 001
Avem det(A+B):O>—8:det(B+C). Orice eXeMPIU COTECt  ...viviniitiiit it 3p
b) Fie f:R - R, f(m)zdet(A—l—m-B)—det(B—i—mC)zax"1—|—bx3+c:v2—|—dx+e
si g:R—>R, g(m)zdet(m-A—l—B)—det(x-B—l—C):ea:"1+dx3+cx2—|—bx—|—a. ....................................... Ip
Avem a = g(0) = det(B)—det(C)=0 si e= f(0)=det(4)—det(B)=0
deci f(m):bm3+cm2+da:. ............................................................................................................. Ip

Din ipoteza, f(i) = det(A+i-B)—det(B+i-C)=0, deci b-i*+c i’ +d-i=0
adici —b-i—c+d-1=0, deunderezulta b=d si ¢=0. Obtinem f(:v):b-(m3+m) .............................. Ip
Din ipoteza avem f (1):det(A+B)—det(B+C):2b>0, deci functia f e strict crescatoare pe R .

Rezulta ca f(ﬁ ) > f(\/E) . adica det(A n \/EB) n det(B v \/50) > det(A v \/EB) n det(B v \/50) ................ 1p



. . 24
3. Se considera sirul (mn) oo = g, astfel incat V n € N*, S5z, ., =13z + 12,/33;‘2 +4.

a) Sasedemonstrezecd VneN', z =5"—5"
~ . ‘/'E I‘”
b) Sasecalculeze lim |—=2| .
n — 0o 5”
Cristina Ocean
Indicatie: a) Demonstrafia Prin INAUCEHE .......cceccvireiiriieiiiriiiiereeie e eieeeeteie et et et e eese e seeseeseessessaessesssessesssessesseassesseensenns 4p
o 5% 245 " 2 2
S . -1 ' ,,h{';% 4 1
b) lim|-2%| = lim|[l4+— =e " B T 3p
n — 0o 5” n— oo 52” e

4. Se considera sirul (:cn)nzo, cu z, € (0, oo), astfelincit VneN, (m — ac”)(m” + 1) =1.

n+l1
a) Sa se arate ca sirul este crescator.
b) Sa se calculeze lim z .

n — 00

x
¢) Sase calculeze lim —%.

n — oo

n
Indicafie: a) Demonstraia prin inductie a faptuluica VneN, z >z >0 ... 2p
b) Deoarece sirul e crescator, existd lim z = /(€ ﬁ ............................................................................. 1p

n — oo

Daciamaveacda ¢ € R, trecand la limita in relatia de recurenta din enunt am obtine (E -/ ) (f + 1) =1, fals.

ASadar LI T = 400 . 1oiiiii it e Ip

L . LT 1
¢) Din ipoteza obtinem z =z + deci = = 14— = L i Ip

z, +1 T, T, -(m” + 1)
n+1

2208 2 T +1
lim = = lim ——" = lim (m LT )(m Ltz ): lim " = Jim —=~ =2 Ip
Vl*)DOn VL*)’)O(n_’_l)_n n — oo n n n n n — oo 1+$ n — oo 1

n — 4+ 1
x
Rezulta lim T” = \/5 ..................................................................................................................... Ip
n — oo n
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1. Fie A4 si B doud matrice patratice de ordinul doi cu elemente complexe cu
proprictatea ci AB— BA=A. Sisearate cdi AB"A=0,, oricarearfi neN".
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2. a) Sa se gaseasca un exemplu de matrice distincte 4, B,C e M, (R), astfel
incat det(A)=det(B)=det(C)=-1 si det(4+B)>det(B+C).

b) Fie matricele 4, B,C e M, (R) cu det(A) = det(B) = det(C) si
det(A+B) > det(B+C). Daca det(A +1i- B) = det(B +1i- C), sa se demonstreze

ca det(A+\/§B)+det(B +\/§C) > det(A+\/§B)+ det(B +\/§C).
Dana Heuberger

3. Se considera sirul (x,)

24
,cu x; =—, astfel incat VneN,
n>1 5

5x,,1=13x, +12y/x> +4.

- - * —
a) Sa se demonstrezeca VneN', x,=5"-57".
2

xl’l
b) Sa se calculeze lim (x—”j :
n—> o Sn
Cristina Ocean

4. Se considera sirul (x,,) cu xg€(0,), astfel incat

n>0’
VneN, (x,—-x,)(x,+1)=L.
a) Sa se arate ca sirul este crescator.

b) Sa se calculeze lim x,,.
n— o

¢) Sase calculeze Iim —Z%

X
Ry me

Nota:
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