Simleu Silvaniei, 17 Decembrie, 2022

Concursul Interjudetean de Matematica ” Teodor Topan”
Editia a XV-a

CLASA A IX-A - Barem orientativ de corectare

Problema 1. Se da sirul (a,),>1 definit prin a1 = 1, as = 2 §i apy2 =
20,41 — ap + 2, oricare ar fin > 1.

a) Determinati a,, n > 1.

b) Demonstrati ca pentru orice m > 1, numarul a,,a,,1 este termen al
sirului.

Kok K
Solutie.

a) Se demonstreaza prin inductie ca a,, = (n — 1)? 4 1.

.4p
b) Se observa ca
Ummy1 = [m(m — 1) +1]* +1 = A (m—1)+2-

...3p
U

Problema 2. Aflati a € R astfel incat ecuatia (x + 1)va?2+1 = az sa
admita o unica solutie rationala pozitiva.

Mihai Opincariu
Solutie. Se observa ca x = 0 nu este solutie, oricare ar fi a. Daca x € Q%
este solutie, atunci si % este solutie. Din unicitate, rezulta ca z = %, deci
r =1
... 3 puncte
Pentru z = 1, rezultd a = 2v/2.



Pentru a = 2v/2, ecuatia admite o unici solutie rationald pozitivi, deoarece
ea este echivalenta cu

(x —1)?*(z* + 42+ 1) =0.

... 3 puncte

O
Problema 3. Sa se determine minimul expresiei
n n
2
E(xy,...,x,) = E x; + g xia:j+§ T
i=1 1<i<j<n i=1
unde z1,...,x, € R.

Solutie.

Avem
2B(x1,. .. @) = (w1 + -+ xp) + 2l + 42l 420+ aa+ + 1).

... 1 punct
Folosind, de exemplu, Cauchy-Schwarz se demonstreaza ca

1
E(:cl,...wn)2(:c1+-~-+:cn)2+E(xl+---+xn)2+2(:c1+---+xn)

... 3 puncte
Membrul drept este egal cu
n+1 n 2 n n
T4, —— | — > —
n n+1 n—+1 n+1
...2 puncte
Egaltatea se atinge pentru z; = --- =z, = —HLH. ... 1 punct
0

Problema 4. Fie ABC un triunghi, AB’PC’ un patrulater i K, L, M mi-
jloacele segmentelor [BB'], [C'C'], respectiv [KL]. Sa se arate ca AB'PC’

este paralelogram daca gi numai daca GM = %G , unde G este centrul de
greutate al triunghiului ABC.

Solutie.
Fie O arbitrar in planul AABC'. Atunci avem

()7’(:%(()_3@0_3‘),()7:%(()_6%@)
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1 pg:}t
Necesitate: Din AB'PC’ paralelogram, rezulta 04 + 0P — OB/ + OC’,

deci
O—J\>/[:;l(0_f4+0?+0?+0‘}>’):20®+1—11ﬁ

de unde OM — OC = }1(0? - O?), adici GM = }1@
R .. 3 puncte
Suﬁc1en§a Din GM = 1(?)7 rezulta M € (GP) si ¢4 = L Rezulta

4

= 30?—1— 1O¢ OA+O?+O?+W’ iar dm obglnem OB’

OC’ OA + O7>’ adlca ABPC" este paralelogram.
.. 3 puncte



