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CrLAsA A XII-A

Problema 1. Fie f : [0,1] — R o functie continué, neconstantd si F o primitivi a lui f ce satisface
F(0) = F(1) = 0. Fie m = min f(z) si M = max f(x). Definim functia g : [0,1] — R prin
z€[0,1] z€[0,1]

g(xz) = x f(x), pentru orice x € [0,1] si fie G o primitiva a lui g care satisface G(0) = 0. Aritati ca

—mM
|IG(1)] < m
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Problema 2. Fie x o lege de comporzitie asociativd si comutativd pe o multime S. Presupunem ci
pentru orice z, y € S exista z € S astfel incat z x z = y (z poate depinde de x i y). Aratati ca daci a,

b, ¢ € S satisfac a * ¢ = b* ¢ atunci a = b.
Fk K

Problema 3. Se considera numerele reale a si b si operatia « pe R definita prin
xxy=ay—alrx+y)+b.

Sa se arate ca intervalul (a,oc) este o parte stabild a lui R fata de operatia » daci si numai daci
b>a(a+1).

*HF
Problema 4. Determinati familia de primitive
7 /xln(1+\/l+r2)d
= Lo
V1 + z2
KAk

NOTA:

Timp de lucru 3 ore. .
Toate subiectele sunt obligatorii.

Fiecare problema se va nota cu puncte de la 1 la 7 (un punct din oficiu).
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Solutii
Clasa a XII-a

Problema 1: Oficiu 1 p.

a) 1 p.
Deoarece f este o functie neconstanta deducem ca f # 0 in [0.1]. Cum F(0) = F(1) = 0 rezultd ci
f schimbd semnul in [0,1] (altfel, cum f = F' ar rezulta ca F ar fi fie crescatoare, fie descrescatoare
pe [0,1] si cum F(0) = F(1) = 0 asta ar insemna F = 0 in [0.1] fapt ce ar implica f = 0 in [0, 1],
contradictie cu presupunerea f # 0 in [0,1].) Astfel, m < 0 < M. Rezulta ca daca G(1) = 0 concluzia
este clara.

b) 1 p.
Presupunem G(1) # 0. Inmultind eventual f cu o constanta putem presupune ca M —m = 1 (altfel
inlocuim f cu f/(M —m)) si G(1) > 0 (daca G(1) < 0 inmultim f cu (-1) si avem in noua situatie
G(1) > 0 iar rolurile lui m si M se inverseaza).

)y lpo
Definim functia H : [0,1] — R prin

m, 0<z<M,
H(z)=

M, M<z<1,

si consideram o primitiva a sa 6 : [0,1] — R data de

m, 0<z< M,
O(x) =
Mz—-M, M<z<l1,

Notam ca 6(0) = 6(1) = 0.
d)rl.pL
Fie ¢ : [0,1] — R o primitiva a functiei [0,1] >  — 2 H (x) data de

2

i, 0<z<M,
pay=9 2
Mf——%, M<z<1,

Observam ca 1(0) = 0 si cum M — m = 1 deducem ca ¥%(1) = 2(_%—%) Din cele de mai sus deducem
ca pentru a incheia demonstratia este suficient sa probam ca G(1) < ¥(1).



e) 2 p.

Amintim ca ¥ (z) = zH(z) iar G'(z) = = f(z) pentru orice = € [0.1]. Cum H(x) < f(x) pentru orice
x € [0, M] iar f(z) < H(z) pentru orice z € [M,1]. Din cele de mai sus deducem ca z(f(z) — H(z)) <
M (f(z) — H(x)) pentru orice z € [0,1]. Cu alte cuvinte am gasit ca (G — ¢) (z) < M(F — 6) (z)
pentru orice z € [0,1] sau 0 < [MF(z) — M6(z) — G(z) + v (z)] pentru orice z € [0,1]. Deci functia
0,1] 32 — MF(z) — M6(z) — G(x) + 9(x) este crescatoare pe [0,1]. Astfel MF(1) — M6(1) — G(1)+
(1) > MF(0) — M6(0) — G(0) + v(0) = 0, si tinand cont ca F(1) = 6(1) = 0 gasim (1) > G(1) de
unde concluzia.

Problema 2: Oficiu 1 p.

a) 2 p.
Presupunem ca axc =bxc si fie e, d € S satisfacand ax e, = a si cxd = e,. Atunci

a=axe,=ax*(cxd)=(axc)xd=(bxc)xd=bx(cxd) =bxe,.

b) 2p
Repetand rationamentul de mai sus schimband rolurile lui a cu b gasim ca exista ¢, € S astfel incat
axep, =bxep =0b.

c) 2 p.

Din cele de mai sus deducem

a=bxrxeg=(axecp)xecg=ax(epxeg) =ax(egxep) = (axeg)xep=axep=0.

Problema 3: Oficiu 1p.

a) 1 p.
Observam ca
zxy=(z—a)y—a)+b—a’.
b) 2 p.
Daca b > a(a + 1) atunci pentru orice z, y € (a,o0) avem

zxy=(z—a)(y—a)+b—a’>b—a®>>a,

deci z xy € (a,o¢), i.e. (a,00) este o parte stabila a lui R in raport cu operatia .

c) 3 p.
Presupunem acum ca (a,oc) este o parte stabila a lui R in raport cu operatia . Atunci pentru orice
e >0avem z. :=a+¢€ € (a,o0) sl Yy := a+ ¢ € (a,00). Deci z¢ *ye € (a,o0) pentru orice € > 0, sau
echivalent €2 +b— a2 > a pentru orice € > 0. Lasand ¢ — 0 in ultima inegalitate deducem b > a? +a,
si demonstratia este completa.



Problema 4: Oficiu 1 p.

a) 2 p.
Facer)n S(I:himbarea, de variabila v/1 + z2 = y si deci ﬁdm = dy si
1:/1n(1+y) .
b) 4 p.
Folosind formula de integrare prin parti gasim
I = yln(l1+y) - ﬁ dy=yln(l+y)—y+hn(l+y)+C=(y+1)In(l+y)-y+C

1+vV1i+22)In(1+ V1+22) -V1+224C.
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