INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN SIBIU

OLIMPIADA DE MATEMATICA
FAZA LOCALA, 27.02.2016
Clasa a Xl-a

1. (7p) Aflati numerele a, b,ceR, a>0, stiind ca XILNL x-(\/ax2 +2X+3—bx- c) =-1.
2. Se considera numerele reale a, b, ¢ distincte doua cate doua si urmatorul sistem de ecuatii
in multimea numerelor reale:
X+y+z=1
ax+by+cz=1
a’x+b’y+c’z=1
(3p) a) Aratati ca sistemul are 0 solutie unica daca si numai daca a+b+c=0.
(4p) b) Rezolvati sistemul in cazul a+b+c=0. Discutie.

3. (7p) Se considera sirul (x,) . cu X, >0, ae(0,1) si x,,, =ax,e ™, ne N . Calculati

neN
limx In(L+n%).

n—o
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4. (2p) a) Dati un exemplu de matrice Ae M,(R), astfel incat A= O,, A*=0, si A’=0,.
(5p) b) Daci matricea B e M,(R) are proprietatea B®=0,, aritati ci matricele B—1, si
B?+B+1, sunt inversabile. (Cu O, s-a notat matricea nuld si cu |, matricea unitate din
M,(R).)
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Nota: Toate subiectele sunt obligatorii.
Timp efectiv de lucru: 3 ore.



Barem de corectare OLM 2016 Clasa a Xl-a

1. Daca notam E = x-(\/ax2 +2X+3 —bx—c), pentru ca lim E sa fie finita, trebuie ca b <0

(1) oottt
(1p)
Se obfine E= TP @O+ B=C) ]
2 3 c
- /a+—+—2+b+—
X X X
(2p)
limE=-1 < a-b*=0(2), 1-bc=0 (3), T Y (1p)

1), (2) =>Ja=-b;(4) =>3-c?=-2b;(3) =>c*-3c-2=0=Ce{-1, 2} .c.ccrecvre.... (2p)

Daca c=2, atunci b :%> 0. Daca c=-1,atuncib=-1La=1...........c..cerrirrrrrnn.n. (1p)

2. Fie A matricea sistemului;
a) detA=(C—a)(C—D)(D—a)A+DHC) i

(2p)
Cum c—a=#0,c—b=0, b—a=0, avem solutie unicd < a+b+Cc#0......ccceeiiinnnnn. (1p)

1
b) Cum detA=0 si .
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car

(1p)
Sistemul are soluti<< a=1 sau b=1 sau c=1, adicd 1le{a, b, C} ....ccocevriiiiiiriiiinnins

(1p)
Daca 1le({a, b, c}, fie z=AecR. Rezolvand sistemul format din primele doua ecuatii, se

obtine x:w,yzw,z:x;cu AER e (1p)
b—a b-a

Observatie. Se poate rezolva intreaga problema folosind metoda lui Gauss.

1
b =b—-a=#0,rezultd cd rangA=2.....cc.ccceviviverierreeer e (1p)

3. Notam limx In(L1+n°) =1 (dac limita exist&)

Dacd x, =0, atunci X, =0, VNe N ,decil =0......ccc.cooniiii (1p)
Fie x, > 0; atunci (prin inductie) X, >0, YNeN ... (1p)
Avem %:a-e‘x"<a, Vne N, deunde X, <a"%;, YNEN ..o, (2p)
Rezultd 0< X IN(L+n%) @™ INL+N%), VNEN (1) ceeveveriricecreeeeeeeeecee e (1p)
Folosind 1@0”]7)( =0 si rlgrolo a"P(n)=0, P functie polinomiala, avem

!m a"xIn@+n’) = !m(xo Inl(1+—+nr3r°’) a"(l+ nS)J R 0 T

(1p)
Din (1) T@ZUIE T =10 ..oceeeeeee e ettt sr e nneeeas (1p)
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4. a) De exemplu A=|0 0 L | e

0 0O
(2p)
b) Avem (B—1,)(B°+B*+B*+B*+B+1,)=B° I, =l coececeiiiiercceee e, (1p)
Rezultid det(B—1,)-detC=-1, unde C=B°+B* + B +B? + B+l ceceeoeevrerricernnn, (1p)
Deci det(B—1,)#0, ceea ce implicd B—1, inversabild ..........ccccooniiiiiiiiiiiiiieinn,
(1p)
Avem C=B*(B*+B+1,)+B*+B+1,=(B? +B+1,)(B*+ 1) ceoecevvecieeeieceeeeee (1p)
detC#0 = det(B*+B+1,)#20 = B’ +B+1, inversabild ............cccoeeverriririirerennn, (1p)

Observatie. Se putea utiliza si descompunerea Bﬁ—l3 =(B%+ 1;)(B- I3)(BZ+B+ 1,) sau,
folosind teorema Cayley-Hamilton, dinB®=0,se deduce B®=0,si atunci rezultatul se

obtine din descompunerea B® -1, =(B—1,)(B*+B+1,).



