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OLIMPIADA DE MATEMATICA
ETAPA LOCALA
16.02.2013
CLASA a VIII-a

SUBIECTUL I

a) Fie x,y,ze R. Aratati ca:
(x+y+z)2+(x+y—z)2+(x—y+z)2 +(—x+y-|—z)2 =4x2-|-4y2 +4z°

b) Demonstrati ca numarul 4024% +4026% + 40282 se poate scrie ca o suma de patru
numere naturale patrate perfecte.

_ 92013 5 _ 32013 62013

c¢) Daca a sic=
1 1 1

+ + =
ab+a+1 bc+b+1 ca+c+l

, atunci aratati ca:

1.

SUBIECTUL al II-lea

a) Sa se demonstreze ca a*+b%+c

2

2 2
b) Demonstrati ca x—+y—zw, Vx,yeR si Va,beR..
a b a+b
3 3 3
c) Aratati ca 5 ad +— Y +— z 21, Vx,y,zeR,.
yi(x+2z) z°(y+2x) x7(z+2y)

2 >ab+bc+ca, Va,b,ceR.

SUBIECTUL al IIl-lea

Pe planul dreptunghiului 4BCD se ridica perpendiculara MA. Distantele AM, AB
si AD sunt direct proportionale cu numerele V2,43, respectiv J6 , iar distanta de la
punctul M la dreapta BD este egald cu 8cm.

a) Aflati masura unghiului dintre planele (MBD) si (ABC )
b) Demonstrati ca dreapta BD si (MAD) N (MBC ) sunt drepte necoplanare.
¢) Aflati distanta de la punctul C la planul (MBD).

SUBIECTUL al I'V-lea

In paralelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C'D' notam cu M, N,respectiv P, proiectiile
punctului C pe dreptele AB', AD', respectiv B' D'. Demonstrati ca:

a) AC', BD' si A'C sunt concurente.

b) BM L AB".

c) Dreptele AP, B'N si D'M sunt concurente.

Nota: Toate subiectele sunt obligatorii si se noteaza cu puncte de la 0 1a 7.
Timp de lucru: 3 ore.
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SUBIECTUL 1

a) Fie x,y,ze R Aratati ca:
2 2 2 2 2 2 2
(x+y+z) +(x+y—z) +(x—y+z) +(—x+y+z) =4x"+4y” +4z
b) Demonstrati ca numarul 4024% +4026% + 40282 se poate scrie ca o suma de patru
numere naturale patrate perfecte.
¢) Daca a= 22013 3 — 32013 sic= 67213 atunci aratati ca:
1 1 1
+ + =
ab+a+1 bc+b+1 ca+c+1

1.

BAREM DE CORECTARE SI NOTARE

a) (x+y+z)2 :x2+y2+zz+2xy+2yz+2xz si

(x+y—z)2:x2+y2+22+2xy—2yz—2xz .......... 1 punct
Finalizare 1 punct
b) 40242 +40262 + 40282 = 4(20122 +2013% + 20142) .......... 1 punct
Conform subpunctului a)
4(20122 +2013° +20142)=(2012+2013+2014)2 +(2012+2013-2014)% +
+(2012-2013+2014)% +(-2012+2013+2014)? = 60392 +20112 +20132 + 20152 .......... 1 punct
¢c) abc = 22013 32013 =203 ¢ 1 punct
Amplificad prima fractie cu csi obtine
1 1 1 c 1 1
+ + = + +— 1 punct
ab+a+1 bc+b+1 ca+c+1 abc+ac+c bc+b+1 ca+c+l1
Amplificd a doua fractie cu ac si obtine
c ac 1 ca+c+l
+ + = =1 1 punct
l+ac+c c+abc+ac ca+c+1 ca+c+1

Nota: Orice alta solutie se puncteaza corespunzator.
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SUBIECTUL al Il-lea

a) Sa se demonstreze ca a’ +b%+c* >ab+be +ca, Va,b,ceR.

2 2 2
. + .
b) Demonstrati ca SRR A M, Vx,yeR si Va,beR,.
a b a+b
3 3 3
c) Aratati ca al + Y + z >1L,Vx,y,zeR,.

Y2 (x+22) Z2(y+2x) x*(z+2y)

BAREM DE CORECTARE SI NOTARE

a) a*+b*+c? >ab+be+ca < 2a® +2b* +2¢2 2 2ab+2bc+2cas e
= (a—b)2 +(b—c)2 +(c—a)2 >0, cuegalitate pentru a=b=c¢. ...

2 2 2
by XX, (Y
a b a+b

< (bx— ay)2 >0, cu egalitate pentru bx =ay. .

2 .2 2 2 .2
. +
¢) Conform subpunctului b), avem: Tl E s )y 2
a b ¢ a+b c
. (x+ y)2 z? (x+y+ 2)2
Tot, conform subpunctului b): ———+—>2—""-—-+-— .
a+b c a+b+c

2 2 2 2
. . . +y+ .
Am obtinut astfel inegalitatea: RPN ty+a) Vx,y,zeR si Va,b,ce R,
a b ¢ a+b+c
si aplicand-o, obtinem:
3 3 3 4 4 4 2, .2, 232
+y +
X N y N z X N y N z S (x“+y " +z7)

o bla+b)x?+a(a+b)y* zab(x+y)Y’ <

yz(x+22) 22(y+2x) x2(2+2y)_xy2(x+22) yzz(y+2x) zx2(2+2y)_(xy+yz+zx)2

2, .22
. X"+ +z . .
Conform rezultatului enuntat la subpunctul a), rrrTE I, Vx,y,ze R, sifinalizdm:

Xy +Xxz+yz

x3 .\ y3 .\ Z3 g x2+y2+22
yz(x+22) 22(y+2x) x2(2+2y)_

Xy+xz+yz

Nota: Orice alta solutie se puncteaza corespunzator.

2
] >LVx,y,zeR,. ..

..1 punct
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SUBIECTUL al III-lea
Pe planul dreptunghiului 4BCD se ridica perpendiculara MA. Distantele AM, AB

si AD sunt direct proportionale cu numerele V2,43, respectiv J6 , iar distanta de la punctul M la dreapta
BD este egald cu 8cm.

a) Aflati masura unghiului dintre planele (MBD)si (4BC).
b) Demonstrati ¢d dreapta BD si (MAD)(MBC) sunt drepte necoplanare.
¢) Aflati distanta de la punctul C la planul (MBD).

BAREM DE CORECTARE SI NOTARE

) MA_AB_ AD
=k, unde k e R, = MA=k2; AB=k/3;4D = k\/6;
YRTB U
Fie AE L BD, cu E € BD. Din MA L (ABC),AE L BD,AE,BD c (ABC)= ME LBD .......... 1 punct
(MBD)N(ABC)=BD
ME 1 BD si ME < (MBD) t = «[(MBD).(ABC)]=«(ME,AE)=<MEA. ... 1 punct

AE 1 BD si AE < (ABC)
aMAE e dr.in A
ME = AE = k\2

b) M e(MBC)n(MAD)= 3 g, ai.(MBC)N(MAD) =g, cuconditia M e g;

} =>m(x<MEA)=45. 1 punct

AD|| BC, AD = (MAD), BC = (MBC), (MBC)n(MAD)=g= gl|AD||BC ... 1 punct

gl 4D, AD = (ABC), gz (ABC)= g||(ABC)= gN(ABC)=Z=gNBD =T =
= g|| BD sau g si BD sunt drepte necoplanare ; Dar D¢ g, AD|| g = BDJ}| g.

Deci g si BD sunt drepte necoplanare; . 1 punct

¢) k=4= MA=4V2em; AB =43 cm; AD = 46 cm = AC = BD =12¢m.Fie AC ~BD ={0}.

In semispatiul opus determinat de (ABC) si M, prin C construim, CT' || M4, a.i. [CT ] = [AM] ...1 punct
Se aratd ca MATC este paralelogram cu MT N AC ={O}. Din MO c(MBD) si T € MO=T e(MBD).

Construim CF 1 BD, cu F € BD, si cu teorema celor trei perpendiculare, 7F L BD.
Construim CG LTF, cu G e TF si cureciproca a II-a a teoremei celor trei perpendiculare,

CG L(MBD)=d|[C.(MBD)]=CG.

CT=CF=4\/§cm; TF =8cm i CG=4cm. e 1 punct
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SUBIECTUL al I'V-lea

In paralelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C'D' notam cu M, N,respectiv P, proiectiile punctului C pe
dreptele AB',AD', respectiv B'D'. Demonstrati ca:

a) AC', BD'si A'C sunt concurente.

b) BM 1 AB'.

c) Dreptele AP, B'Nsi D' M sunt concurente.

BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
a) ABC'D' este paralelogram =3 O ai. AC'nBD'={0}, cu O mijlocul diagonalei [BD'] ....1 punct

BCD'A' este paralelogram = A'C trece prin O, mijlocul diagonalei [BD '] ....1 punct
b) Din CB 1 (ABB'), AB' < (ABB')= CB L AB' ....1 punct

Din AB' L BC, AB' L CM §i BCACM ={C}= AB' L (BCM)

AB'1(BCM) si BM < (BCM)= AB' L BM < BM 1 AB' ....1 punct

sau, direct:
Aplicand reciproca I a teoremei celor trei perpendiculare, din

CB 1(ABA'),CM L AB', BM,AB'c(ABB')= BM L AB'
¢) Analog, aplicand reciproca I a teoremei celor trei perpendiculare, obtinem DN 1 AD'si C'P L B'D".
Fie AB=a, BC=b BB'=c.

Obtinem AB'=+a*+c?, AD'=\b*+¢?, B'D'=\a* +b?

2
Cu teorema catetei, in aABB', AB* = AM - AB'= AM -4 st 1 punct
a®+c?
2 2
AM

B'M=c—, de unde — =a_2 .......... 1 punct

a’ +c? B'M ¢

1 2 ' 2 1 '

Analog E:b— si M=C— . In 24B'D' avem AM_ B'P D'N =1. Conform reciprocei

D'P 4> AN p? B'M D'P AN
Teoremei lui Ceva, deducem cé dreptele AP, B'N si D'M sunt concurente. ... 1 punct

Nota: Orice alta solutie se puncteaza corespunzator.



