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Problema 1. Se considera functia f :C\{1} >C, f(2)= 2—212
Z_

Aratati cd, daca z=1, atunci f(z) € R daca si numai daca ze R.

Pilx 4y y =7
{xalxlx 4y vy =3

Problema 2. Rezolvati sistemul

Gazeta Matematica nr. 9/2013

Problema 3. Determinati functiile f :(0,00) —> R care satisfac conditiile

xy lg(xy) < yf (x)+xf (y) < f(xy), pentru orice X,y >0.

Problema 4. Se considera functia injectiva f :IR — R cu proprietatea ca exista p R astfel incat
f(xy)= f(x) f(y)+ p, pentru orice X,y eR.

a) Aratatica p=0.
b) Demonstrati ca f este impara.

NOTA. Toate subiectele sunt obligatorii. Timp de lucru: 3 ore.
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Problema 1. Se considerd functia f : C\ {1} — C, f(z) = % Ardtati cd, dacd z # 1, atunci

f(2) € R dacd si numai dacd z € R.

— 2
Solutie. Fie z # 1. Deoarece f (z) € R < f(2) = f(z), scriind f(z) =z — S avem succesiv:

1

f(z) eRe 2z — 2 22—72 S z—Z+ 2(z %)

S o1 -1 (z_1)(z_1):0‘i’(z_z)<1+
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Ca urmare, f (z) € R daci gi numai dacd z —z = 0, adicd z € R.

Presupunand 1 + =0, de unde (z — 1) (z— 1) + 2 = 0, adici |z — 1]> + 2 = 0, imposibil.

e = /i =T

Problema 2. Rezolvati sistemul {

Gazeta Matematica nr. 9/2013

Solutie. Evident, z,y > 0. Sistemul se rescrie sub forma

{ Vad = P =17
Yo+ /=3

Notand {/x = a, /y = b, unde a,b > 0, rezultd a + b = 3 si a® — b3 =7, ceea ce conduce la ecuatia
a*~(3-a)’ =752 ~-9a*+27a-34=0% (a—2)(2° - 5a+17) = 0.

Unica solutie reald a ecuatiei este a = 2, pentru care se obtine b=1, x =256 i y = 1.

Problema 3. Determinati functiile care satisfac conditiile

zylg(zy) <yf(x) +2f(y) < f(xy), pentru orice z,y > 0.

Solutie. Pentru z =y = 1, din enunt rezultd 0 < 2f (1) < f (1), de unde f (1) = 0.

Pentru y = 1, relatia din enunt conduce la zlgz < f (x), pentru orice = > 0. (1)
1 1 1

Pentru y = —, din enunt se obtine 0 < M +af () <0, deci f () = —f (;C), pentru orice z > 0. (2)
x x x T x

1 1 1 1 1 1
Pentru y = = din (1) rezultd - lg <$> </f (z) , deci f <$> > —% si, tinand cont de (2), obtinem

> ——=— & f(x) <zlgz, pentru orice z > 0. (3)

Din (1) si (3) rezultd cd f (z) = xzlgx, pentru orice x > 0, functie care satisface conditia din enunt.

Problema 4. Se considera functia injectiva f : R — R cu proprietatea cad existd p € R astfel incat

f(ay) = f(x)f(y) +p, pentru orice z,y € .

a) Ardtati cad p = 0.
b) Demonstrati ci f este impara.



Solutie. a) Pentru y = 0, rezultd f (0) = f (z) f (0) + p, de unde, presupunand f (0) # 0, ar rezulta ci
— f(0

fz)= f({)g)’ pentru orice z € R, adica f ar fi constantd, contradictie cu f injectiva.

Ca urmare, f(0) = 0. Luand acum z = y = 0, din enunt, rezulti p = 0.

b) Conform punctului anterior, avem f (zy) = f (x) f (y), pentru orice z,y € R. (%)

Pentru x =y =1, avem f (1) = f? (1), de unde rezultd ca f (1) € {0,1}. Cum f este injectiva si f (0) =0,
rezultd f (1) = 1.

Pentru x = y = —1, rezultd 1 = f (1) = f2(~1), deci f(—1) € {—1,1}. Cum f este injectivi si f (1) =1,
rezultd f(—1) = —1.

Pentru y = —1, din relatia (%) rezultd f (—x) = f (z) f (=1) = —f (x), pentru orice = € R, deci este f este
impara.



