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CLASA A XI-A

Problema 1. Pentru fiecare numar natural 7 se considera functia

£A(-LO\0} > R, £, (x) = m+{m_2 |

¥
a) Sa se arate ca lim £, (x) :—l.
1072 4
b) Sa se arate ca nu exista lim , (x).
¢) Sa se determine 7 pentru care exista ling 7, (x).
I ; 2a’ +1 y E i -
Problema 2. Se considera sirul (a,) _ definitastfel:q, =1, a,,, = 2 , pentru orice n € N". Sa se arate ca:

n

a) sirul (a,)  este strict crescator;

b) n<a® <n++/n,oricare ar fi neN";

¢) lim L N

n—>+x \/;

2

b
lje M, (R). Sa se demonstreze cd, daca A" = [a” d” j , unde
C

5
Problema 3. Fie matricea 4= (3

n an B dn

. . b
nelN ,atunmizc—:
2 3 4

Problema 4. Fie » un numar natural mai mare sau egal cu 2. Se considera doua matrice 4, Be M, (P) ,

astfel incat 4 sa fie inversabila si 34B=2BA+1,.
" . . . 5 . 0 1
a) Sa se determine matricea B, stiind cd n=2 1 4= -

b) Sa se demonstreze ca det(/, — 4B)=det(/, — BA).

c) Sa se arate cd det(AB—BA)=0.

Timp de lucru 3 ore.

Fiecare problemd este notatd cu 7 puncte.
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CLASA A XI-A

Problema 1. Pentru fiecare numar natural 7 se considera functia

L (=L)\0} > R, £, (x) = m:@_z.

. - 1
a) Sa se arate ca !g)gfz (x) = s

b) Sa se arate ca nu exista lim £, (x).

¢) Sa se determine n pentru care exista lim f, (x).
x—0

Solutie si barem.

x/1+x+x/1—x—2_lim[\/l+x—1+x/l—x—l] . 1 I
X2 B

a) lim

x—0

e = |~um x(ﬁ+1)_x(\/ﬁ+1) g 6 1 s 2p

J=x -l+x . 3 1

x—=0

lim =lim S 1

SOx(Vex+1)(Vimx+1) 20 (VTex+1)(—x +1)(Vi-x+1+x) 4 4

b) Deoarece lim , (z)= lx%@ =40 §i lim £, (®)= £{%@ =~ , rezultd cd nu existd lim £, (x)..2p

¢) lim £, (x)=lim £ (x)=0, lim £, (x) =L Pentru n23, avem lim £, (x) = limm Aceasta limita
530 % 0 307 | ¥ g2 4 ’ o x—0"" x—0 x”72 ’

este —o dacd n este numar par si nu existd daca n este numdr impar. Asadar limita lim f, (x) exista
x—0

dach si numal daca.m este: AUMAL PAT SATL B=211. ... oociumminis 648 wnsionnss § 55 wads.a s 55 5 Sasimes £ 55 4 GHEHS §5 # § G439 2p

. . . 2a; +1 . o -
Problema 2. Se considera sirul (g, ), definitastfel: ¢, =1, a,,, = Z" , pentru orice n e N". Sa se arate ca:

n+l

n

a) sirul (a,)  este strict crescétor;

nxl

b) ngaj<n+\/;,oricare arfi neN";

¢) lim I 1.

n—+x \/;l_
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Solutie si barem

O s . < . . i . 1 .
a) Se aratd, prin inductie, cd a, >0, oricare ar fi e N". De aici rezultd c¢d a,,, —a, =—— >0 oricare ar

2a,
fi weN", deci §iful (a,), ., €516 SUHET GTESCHLOT. wrw s s yawmmenss s s s wmsmsmmns 53 33 vmswms s 515 5 s £ 435 s 30 14 3p
b) a, =a +1 , oricare ar fi neN", de unde rezultd cd a >n, oricare ar fi neN"
n
(T Yoot o o mmmomi 64 45 5iRaHME00 5 55 § 5 6 AR & %5 § 5 S.UGNNTEEGE ¥ 5 5 55 RSSHATHE§ 3 5. 5 6 EHREO0H § § § 5 BARRLE £ ¥ 45 50000008 £ 13 335 1p

Se arata, tot prin inductie, cd a’ <n+n, neN': a’<1+1; din @’ <k+k keN" rezulta ca

k+l+ﬁ:k+l+(ﬁ+—j<k+l+\/k+ ....................................... 1p

a
dca lim—2=1.............. 2p
\/_ F >0 [

2 3
Ay =4y
a,

¢) Din relatia de la punctul b), se obtine 1<

. ; 5 2 a b
Problema 3. Fie matricea 4= (3 J e M, (R). Sa se demonstreze ca, daca A" :( ! d” j , unde
cn n
neN", atunci ﬁzc—": 4 —4, 4
2 3 4
Solutie si barem
EVIAENt, A" - A = A A, oot e e e e e 3p
deci 5a,+3b, =5a, +2¢,,2a,+b,=5b, +2d,,5c,+3d, =3a,+c,, 2c,+d,=3b,+d, ,ceceoeiiiiiiiiiii 2p
de unde rezulta ca B G o O~y g 5 wmedBa o & s e iursonastsn o o APz 4 R 2 0 MO 2 4 1 RERATSAR 4 5 § vy 8 8 8 e 2p
2 3 4

Problema 4. Fie n un numar natural mai mare sau egal cu 2. Se considera douad matrice 4,Be M, (R),

astfel incat 4 sa fie inversabild s1 34B=2BA+1,.

. . .. . 0 1
a) Sa se determine matricea B, stiind cd n=2 s1 A= [1 OJ'

b) Sa se demonstreze ca det(/, — AB) =det(1, — BA).

¢) Sa se arate cd det(A4B—BA)=0.

Solutie si barem

B Bl oss5emmmnssnsenammns o amoonmsn vy s 8 00 21 15 8 SEBRSEES 151 8 VPR L b1 § Feme v s e U o s  + 3 3 oa 3p

2
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~L

B

b) det(Z, - AB)=det(A4" — ABAA™)=det(A(I, - BA) 4™ ) = det(4)det (7, - BA)det( A" ) =

det{ 447 Yot (T, = BA) =BT, =Bl 1+ smmmmsss 5153 snmmosans 535 vsomns £ 355 wmsavsms 55 oo 3355 miams 15 53 2p
¢) 34B=2BA+1,=34B-3BA=1,— BA=>3"det(4B - BA)=det(I, - B4) (1)
34B=2BA+I,=2A4B-2BA=1,- AB=2"det(4B - BA)=det(I, - 4B) (2)

Din relatiile (1) si (2) rezulta ca 3"det(A4B—BA4)=2"det(AB - BA), deci det(4B—BA)=0. ............ 2p

Nota: Orice alti solutie corectd sau demers de rezolvare corect se va puncta corespunztor.
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