MINISTERUL EDUCATIEI NATIONALE INSPECTORATUL SCOLAR AL
SI CERCETARII STIINTIFICE MUNICIPIULUI BUCURESTI

OLIMPIADA DE MATEMATICA
ETAPA LOCALA, 02.02.2020
CLASA a IX-a

SOLUTII ST BAREME ORIENTATIVE

Nota: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 la 7 puncte. Se acorda numai punctaje intregi. Orice
altd rezolvare se asimileaza conform baremului.

Enunt subiect 1, autor Valentin Nicula

Determinati numerele naturale n pentru care numirul v4n + 1+ v9n + 13
este numar rational.

Detalii rezolvare Barem
asociat
Fie m, n€ N* astfel incitvm +Vn =r,cu r € Q*.Rezulticivm =r — | 2p
V.

r?4n-m

—— de unde vn € Q*.

Avem m = r? — 2rv/n + nsi implicit vn =

Fie p, g€ N*, cu (p, q) = lastfel incatvn = S.Avem nq? = p?,deunde | 1p

n i p Rezultd n = kp?, cu k€ N* siimplicit kg? = 1, de unde q®> = 1.1n
concluzie vn € N* si din simetria relatiei vm € N* .

Fie p, g€ N* astfel incat 4n + 1 = p? 5i9n + 13 = ¢°. 2p
Rezulti cd 4% — 9p? = 43 si implicit (2 — 3p)(2q + 3p) = 43.

Din 2q — 3p = 1si2q + 3p = 43 obtinemgq = 11sip =7 ,deunden = | 2p
12.

Enun{ subiect 2, autor Mircea Teca

Fie numerele reale a si b cu proprietatea [|a + b|] < 4. Aritati ci [ab] < 4.
(Pentru areal se noteazi [a] partea Intreagi a lui a si |a| modulul lui a).

Detalii rezolvare Barem
asociat
Din [|a + b|] < 4rezultd [la + b|] <3,deunde |a + b| < 4. 2p
RidicAnd la patrat obtinem a? + 2ab + b? < 16 si implicit (a — b)? + 4p
4ab < 16.
Rezulta ca 4ab < 16, de unde ab < 4.
Cum [ab] < ab, obtinem in concluzie [ab] < 4. 1p
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Enunt subiect 3, autor Costin Negrii- G.M.10/2019

Si se rezolve in multimea N X N ecuatia: x> — y! = 2019,
(Pentru n natural nenul se noteazan! =1-2-...-n,iar 0! = 1).

Detalii rezolvare Barem

asociat

Pentru y > 5 numarul y! este multiplu de 9 si cum 2019 este multiplu 2p
de 3, dar nu de 9, rezulti ci x? este multiplu de 3 si nu de 9.
Acest lucru nu este posibil, cici daca x? se divide cu 3, atunci x? se 2p
divide si cu 9. Contradictia obtinuta arata ca y este cel mult egal cu 5.
Incercind toate valorile y =0,1,2,3,4,5 singura care verifica 3p
/2019 + y! € N, este y=3pentru care x = 45. In concluzie, avem
solutia unica x=45 si y=3.

Enunt subiect 4, autori Petre Simion, Cristian Ciobanescu

in patratul ABCD, fie M € AC. Paralela prin M la AD intersecteazi BD in N,
paralela prin N la DC intersecteaza AC in P, iar paralela prin P la BC intersecteaza DB
in Q. Punctele 04, 0,,03 si 0, sunt centrele cercurilor circumscrise triunghiurilor

MAB, NAB, PCB sirespectiv NBC. Demonstrati ca 0,0, + 0304 = QN.

Detalii rezolvare Barem
asociat
N este ortocentrul triunghiului MAB, iar M este ortocentrul triunghiului 2p
NAB
P este ortocentrul triunghiului NBC, iar N este ortocentrul triunghiului
PBC

Aplicam Teorema lui Sylvester in triunghiurile MAB, NAB, PCB si NBC 2p
se obtin urmatoarele relatii:

O;N=0,A+0,B+0M @Y
O,M = 0O,N + 0,A + 0,B (2)
O3N = 03P + 03B + 03C (3)
o,p=0,N+0,B+0,C (4)
Prin scaderea relatiilor (1) si (2) obtinem: 3p

O,N — O,M = 0,A + 0,B + 0,M — O,N — 0,A — 0,B de unde O;N — O,M =
(0,A + AO;) + (0,B + BO;) + O;M — O,N

De aici 2MN = Zm, adici MN = m

Analog, prin scaderea relatiilor (3) si (4) se obtine ca PN = m.

De aici (—)1—(2 + m = Q—N), deoarece MNPQ este patrat.
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OLIMPIADA DE MATEMATICA
ETAPA LOCALA, 02.02.2020

CLASA a X-a

SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE

Nota: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 la 7 puncte. Se acorda numai punctaje intregi. Orice
altd rezolvare se asimileaza conform baremului.

Enun{ subiect 1, autori Ana-Mariasi Daniel Petriceanu

Determinati toate functiile injective f: R — R care verifica egalitatea
2+fx+y) =f(f(x)+y),vx,y €R.

Detalii rezolvare Barem
asociat
Fiey > xsix » y.Obtinem 2+ f(y + x) = f(f(y) + x). 2p

Rezultd f(f(x) + y) = f(f(y) + x). Deoarece f este functie injectivd se | 2p
obtine: f(x) +y = f(y) + x,Vx,y € R.

Pentruy = 0 sinotdnd f(0) = krezulticd f(x) =k + x,Vx € R. 2p
Obtinem2+k+x+y=f)+y+ke fx)=x+2,VxER. 1p

Enunt subiect 2, autor Constantin Nicolau, G.M.4/2019

Fie u, v € C, astfel incat |u| = |v| si 2|u + v| = |u + 3v|. Sd se arate cd u = v.

Detalii rezolvare Barem
asociat
Daca v = 0, atunci, evidentu = v = 0. 1p

Dacav # 0, fieDaca z = % Conditiile devin |z| = 1si2|z+ 1| > |z+ 3| |1p
Ridicand inegalitatea la patrat, vom obtine succesiv 4(z + 1)(Z+ 1) = 3p
z+3)Z+3)e=z+2=22.(1)
Daciz = a + bi,a,b € Ratunci (1) & a > 1.Insi a® + b? = 1 (2). 1p

Din (2) obtinem a = 1sideci b = 0,adica z = 1. 1p
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Enunt subiect 3, autor EFugen Radu

2

Rezolvati ecuatia 5 + logq, ﬁ =x+

x-1"
Detalii rezolvare Barem
asociat
Conditia de existenta x > 1. 1p
2 1 1
Din inegalitatea mediilor avem x + N 1+(x—-1)+ N + =2 p
3 1 1
1+ +3J(x -D===4
: 4 _ 1 _ 1
Egalitate pentrux — 1 = =hatds 2 p
Darx®+16 = +8+8 > 3Yx7-8-8 = 12x,deci 5-— < =, de 2p
v v X
— <
unde rezultd ca 5 + log,, S S 4. (2)
Din (1) si (2) rezulta x = 2, care verifica ecuatia data. 1p
Enunt subiect 4, autor Mihail Baluna
Rezolvati ecuatia cos® x cos 5x — sin® x sin 5x = 1.
Detalii rezolvare Barem
asociat
Ecuatia se poate scrie echivalent 2p
cos?x (1 —cos3xcos5x) + sin>x (1 +sin®xsin5x) =0

Deoarece cos?x (1 —cos3xcos5x) =0 si sin?x(1+sin®xsin5x) =0 iar
sin? x si cos? x nu pot fi simultan 0, egalitatea precedenti se realizeazd doar in
cazurile:
) cosx =0 si sin®xsin5x = —1, situatie in care nu obtinem nicio solutie, | 1p
deoarece solutiile primei ecuatii nu o verifica si pe a doua;
II) sinx = 0sicos3x cos5x = 1, situatie In care obtinem solutiile x = nm, 2p
n e’z
III) cos®x = cos 5x = +1sisin®x = —sin5x = +1, situatie In care nu 1p
obtinem nicio solutie, deoarece cos x = +1 = sinx = 0.
In concluzie, solutiile ecuatiei sunt x = nm,n € Z. 1p
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OLIMPIADA DE MATEMATICA
ETAPA LOCALA, 02.02.2020
CLASA aXI-a

SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE

Nota: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 la 7 puncte. Se acorda numai punctaje intregi. Orice
alta rezolvare se asimileaza conform baremului.

Enunt subiect 1a) , autor #*x

Determinati toate matricele X € M, (R) care verifici ecuatia X3 — 3X% + 3X = (3 1).

6 4
Detalii rezolvare Barem
asociat
. . _ 3 _ 2 1 o _ _ 3 _ 2 1 1p
Ecuatia devine (X — I,)° = (6 3). NotimY =X -1, = Y3 = (6 3)

det(Y3) = 0 = det(Y) = 0. Din teorema Hamilton-Cayley avem: Y2 —tY = 0, | 1p
=Y2=tY = VY3 =¢t%

Asadart2Y=(Z §)=>Tr(t2Y)=5=>t3=5=>t=V§ (teR) Ip
1 2 1
=>Y—325(6 3)

Obyinemx=12+y=12+3\+2_5(2 é) 1p

Enunt subiect 1b), autor S. Moldoveanu

in multimea M, ({0,1}), n € N*,n > 2, vom spune ci o matrice este simpld daci pe fiecare
linie a sa, intre orice doua elemente egale cu 1 nu avem niciun element egal cu 0. Demonstrati
ca orice matrice simpla are determinantul -1, 0 sau 1.

Detalii rezolvare Barem
asociat
Vom demonstra afirmatia prin inductie matematica. Verificarea cazului n=2 1p

Presupunem ca orice matrice simpla cu j linii si j coloane are determinantul 0, | 2p
1 sau -1 si demonstram ca orice matrice simpla cu j+1 linii si j+1 coloane are
determinantul din aceeasi multime.

Daca in matricea cu j+1 linii In prima coloana avem numai 0, atunci
determinantul sau este 0.
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Daca avem cel putin un element egal cu 1 in prima coloana, vom considera
numai liniile care Incep cu 1. Dintre acestea vom alege linia care are cele mai
putine elemente egale cu 1 si o vom scadea din celelalte linii care incep cu 1
(daca avem doua linii care au acelasi numar minim de valori 1, determinantul
este 0).

Rezulta ca determinantul matricei initiale este +1 inmultit cu determinatul
unei matrice simple cu j linii si j coloane.

De aici rezulta concluzia.

Enunt subiect 2, autori Gheorghe Alexe, George-Florin Serban,GM 5/2019

Matricele A, B € M,,(C) verifici AB = 2A + 3B. Si se arate cirang(A) = rang(B) si

ca matricele A — 31,, si B — 21,, sunt inversabile.

rang(B).

Detalii rezolvare Barem
asociat
AB =2A+3B< AB—2A—-3B +6l,=6l, < (A—-3I,)(B - 21, = 3p
61,, de unde aflam ca matricele A — 31, si B — 21, sunt inversabile.
AB=2A+3B& AB—-2A=3B< A(B-2I,) =3B 2p
1
s A <§ (B - Zln)> =
Cum matricea g(B — 2I,) este inversabild, deducem rang(A4) = 2p

Enunt subiect 3, autor George-Daniel Zidu

L oA . 3x,+7 . ox
Considerdm sirul (x,,),cy+ astfel incit xq € [—2;2] si xp1 = :—:3 , n € N*. S3 se
n
stabileascd daci existi p € R, pentru care sirul (¥,,),cy- definit priny, = n? (V7 — x,,),
n € N* sd fie convergent catre un numar real nenul.
Detalii rezolvare Barem
asociat
Se arati prin inductie: x,, € [1;V7), Vn > 2. 2p
2
x €[22 e s [E,z]@s—x1+3 e |13 ]@xz 12| < [1v7).
2
Pentru x,, € [1; \/7) avemxn? € (3 — ’E] S 3— xn? € [E"/_)’ de unde
Xn4+1 € [1;4/7). De aici deducem ci sirul (x,) e+ este marginit.
2 a2
Pentru monotonie: x,,,1 — X, = Snt7 X, = S A7 30 TR 0, Zp
Xn+3 Xn+3 Xn+3

vn € N*, adica sirul (x,),en* €ste monoton strict crescator. Din Weierstrass,
(x,)pen: €ste convergent si are limita v/7.
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Avemy, =nP(V7 — x,) = este convergent si Ip
\/— —Xn
notam lim y, =1 € R*. Sirul z,, = \/_ este strict crescator si nemarginit.
n—>00 _

14
np<(1+l) —1)
=lim—n1—hm Xn+3 =
\/— Xn+1 “V7-xn n—>ooﬁ 3xn+37 V7—xn n-o xnV7+3V7-3xn-7 J7-xn
pnP~!

1 —
lim —35 — = lim 22 (ﬁ xn)EV7) _ i3 ff ). lim X = 0. Din Stolz-
n—-oo (\ﬁ—xn)(3—\ﬁ) Vo—zn n—-oo 7+Xxn 27 n—-oon

Cesaro vatrebui ca lim y,, = 0, adica [ = 0, de unde aflam ca nu exista p cu
n—oo

F1eL—lmM

proprietatea ceruta.
Obs. In rezolvarea cerintei se poate utiliza criteriul clestelui.

Enunt subiect 4, autori Ana-Mariasi Daniel Petriceanu

Fiex, ={Vn—1}+{Vn}+{Vn+1},neN",
a) Demonstrati ci sirul (x,,),>1 are un subsir cu limita 1.
b) Demonstrati ci VL € [0, 3], existd un subsir al sirului (x,,),-, care are limita L.

Detalii rezolvare Barem
asociat
a) x4z ={VanZ —1}+ {Van2} + (Va2 + 1} =Van2 - 1-(2n-1) + Ip
VA2 1-2n=
4n?—1-4n? 1 1p

=\/4n2 +2n+1+\/4n2 +2n_)1
2
b) Fiea,b € [0; 3)a<b51k>max{b_a 6(: b)} Alegem n € N* astfel 1p
1ncat[\/n—] [ ]—[\/n+ ]—k@kz +1<n<(k+1)?-1.

Demonstram ca In € N* astfel incata < x,, < b. 2p

a<{Vn-1}+{in}+{n+1l<besa<Vn-1+Vvn+Vn+1-3k<b
ea+3k<Vn—-1+Vn+vVn+1<b+3k.
Avem vVn — 1 ++n ++vVn + 1 < 3v/n. Punem conditia3vn < b + 3k & n <

(b+3k)2
3
AvemvVn—1++Vn++vVn+1>3vVn—1.Punemconditia3vn—1>a + 3k

2 2 2
n>1+ (az3k) . Deoarece (b+3—3k) — (a+33k) —-1>1<e

b? — a? + 6k(b — a) > 18, este adevarati pentru ca stim k > n

Deci dn € N* astfel incat 1 + (a+33k) <n< (bfk) . (D)

Deoarece k2 +1 < n < (k + 1)? — 1, demonstram ca valorile lui n, 2p
determinate in relatia (1), verifica aceste inegalitati:
a+3k

K241 (2

2
) + 1 < a> 0 adevarata.
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(b+3k

Asadar, 3n € N* astfel incit a < x,, < b. Am demonstrat ca {x,,|n € N*} este
densi in [0,3], deci VL € [0,3], El(xkn)n C (xp)y astfel incat lim x, = L.
n—oo

2
) <(k+1D)?’-1=k>

bZ
6(3-b)

adevarata.
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OLIMPIADA DE MATEMATICA
ETAPA LOCALA, 02.02.2020
CLASA a XII-a

SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE

Nota: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 la 7 puncte. Se acorda numai punctaje intregi. Orice
altd rezolvare se asimileaza conform baremului.

Enunt subiect 1, autor Constantin Nicolau GM 6-7-8/2019

2
- . X
Si se calculeze lim | x* cos - dx.

n—>oo 0
Detalii rezolvare Barem
asociat
2 2 2
X 32 . X p
f x4cos—dx=——2f x*sin? —dx
n 5 2n
0 0 .
] x x6 ) x 27 3p
Avem 0 < x*sin?=—<-—,vx€[0;2] =2 0< | x*sin?—dx <
2n ~ 4n?2 o 2n 28n*
2 1
) Lo X p
lim | x*sin®?=dx =0
n—-oo 0 2n
2 1
. e e e 7. x 32 p
Obtinem c3 exista lim | x*cos=dx ==
n-oo 0 n 5

Enunt subiect 2, autori Ana-Maria si Daniel Petriceanu

Determinati toate functiile derivabile f,g:R — R care verifici conditiile f € | g(x) dx si

g € [ f(x)dx.
Detalii rezolvare Barem
asociat
Avem f'(x) = g(x)sig'(x) = f(x),Vx € R 2p
Obtinem f'(x) + g'(x) = f(x) + g(x) © (f'(x) + g'(x))e™ — (f(x) + 2p

g(x))e‘x = 0 © 3¢, € Rastfel incat (f(x) + g(x))e‘x =c o fl)+gk) =
c,e*

Pe de altd parteavem: f'(x) —g'(x) = glx) — f(x) & (f’(x) — g’(x))ex + 2p
(f(x) — g(x))e* = 0 © 3c, € Rastfel incat (f(x) — g(x))e* = ¢, © f(x) —
gx) = ce™™

Solutia ciutata este f(x) =

cre*+cye™* ( ) __cpe¥—ce”™*

X
2 ! 2

1p
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Enunt subiect 3

a) autori Costel Chites si Stelian Fedorca

fn inelul matricelor (M, (Z), +,") considerim matricea
2020 582 860 870
1962 603 342 1011 _ (a__) o
3444 102 502 48 Y/ije1s’
228 972 708 51

Fie A = (aij)ijed_s matricea A redusi modulo 5. Demonstrati ci 4 este inversabili

si calculati inversa sa.

A=

b) autori Ana-Maria si Daniel Petriceanu
Fie A = {x? — xy + 4y?
raport cu inmultirea numerelor.

x,y € Q,x* + y* # 0}. Demonstrati ci A este grup abelian in

Detalii rezolvare Barem
asociat
a) detA =1 # 0, deducem ci matricea A este inversabila. . 1p
4 4 3 2 2p
Obtinem A™! = 3 000
4 0 2 4
0 3 0 3
b) Fieu,v € 4,atunciu = x? — xy + 2y?siv = a® — ab + 2b?,(a; b) # 2p
(0;0) si (x;y) # (0;0),x,y,a,b €Q

.. . x y . a b
Definim matricele X= (—Zy Y — y) siY= (—Zb a— b)' Avem uv =
(det X)(detY) = det(XY) = (ax — 2by)? — (ax — 2by)(ay + bx — by) +
2(ay + bx — by)?
(ax — by,ay + bx — by) + (0;0)
Deducem ca uv € A.

1__1 -1 o R SN o A N 2p
Avem =T det X~ '.Deoarece X~ = detX( 2y X ) =
(mz n n)’ atunci = = m? — mn + 2n?, (m,n) # (0;0). Deducem ci lea
n m u u

Am obtinut ca A este subgrup al grupului (Q*,), deci (4;-) este grup abelian.

Enunt subiect 4, Costel Chites
Fie A={f|f:[0;1] - R, f continui}.Vom considera ci (A,+,-) este inel comutativ.
a) (3p) Demonstrati echivalenta , f € A este divizor al lui zero daca si numai daca exista

un interval nevid si deschis I c [0; 1] pentru care f(x) = 0,vx € I”
b) (4p) In subinelul B = {f|f:[0; 1] - R, f derivabili} determinati o pereche de functii

g, h € B, g, h neidentic nule astfel incit g - h = 0.
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Detalii rezolvare Barem
asociat
a) f estedivizorallui0< 3g € Aastfelincat g #0sifg = 0. 1p
Deoarece g # 0, atunci 3a € [0; 1] astfel incat g(a) # 0
Din continuitatea lui g rezulta ca 3U € V(a) pentru care g(x) # 0Vx € U N 1p
[0; 1]. 1p

Am obtinut ca 31 c [0,1], I interval deschis astfel incat g(x) # 0 Vx € I. Din
conditia initiald rezulta f(x) = 0,Vx € I.
Se construieste g pentru implicatia reciproca.

_r 2p
b) Considerim0<a<b<c<d<1sig(x) = {e(x_a)(x_b)' x € (a;b)
0, x € [0;a] U [b;1]

1
h(x) = {e(x—c)(x—d)’ x € (c;d)
0, x € [0;c] U [d; 1]

Verificam derivabilitatea functiilor g, h. 2p
g este derivabila pe [0; 1] \ {a; b} si h este derivabila pe [0; 1] \ {c; d}.
1

: =0siqg’ _ g g0-gl@) _ ;. eG-®d&-D)
9:(@) = 05i gy(a) = lim &= =5 = lim ~———

Asadar g este derivabila in x = a. Analog g este derivabilain b si hin c si d, iar
functiile g, h verifica conditiile cerute.
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