OLIMPIADA DE MATEMATICA
ETAPA LOCALA 21.02.2016
CLASA a Vll-a

SOLUTII SI BAREME

Subiectul 1
a) Sa se arate ca exista numere irationale X pentru care v3 — x? este numar rational.

b) Exista numere rationale X pentru care numarul V3 — x? sa fie rational? Justificati
raspunsul dat.
G.M. nr. 4/2015 - Ion Baetu, Botosani

BAREM

a) De exemplu x = /2 = 1/3 - \/52 =1 € Q sau oricare alt exemplu bun ............ccce... 3p

b) Presupunem ca exista numere rationale X pentru care v3 — x? este rational.
g m . cer . oy . . .
Notam cu — si P fractiile ireductibile care reprezintd numerele rationale X, respectiv
n q

Vv3—x2,cum,n,p,qe N, (mn)=1,(p,q)=1.

2
Avem 1/3—(mj _P si ridicand la patrat obtinem: 3n°q> =m*g® +n°p®> (D). ccoveereeee. 1p
n q

. nz‘mzq2+n2p2 2
Din oy’ —n?|mlq° =n|mq. Avand (M) =1=n]q (). s 0,5p
n’/n°p
2| m2g2 + n2 2
Di”q‘ e =¢*[n?p’ =q|np. Avand (4, P)=1=0[n  (3). s 0,5p
q*|m*q

Din (2) si (3) rezultd n=q. Relatia (1) devine 3n> =m® + p> & m? + p? = M3 (4). .....0,5p
Un patrat perfect poate avea una din formele M3 sau M3 + 1. Dacd suma a doua patrate

perfecte este multiplu de 3, atunci fiecare este multiplu de 3. Avem deci m = 3a si
D =30 (@, 0 EN)  (5) coiiieie ettt 1p

Din (4) si (5) avem: 3n* =9a” +9b* < n* =3(a” +b?) :>3‘ n*=3ln=n=3c,ceN".



Subiectul 2

Se considera numerele: S; = [\/1-2], S, = [\/1-2]+[\/2-3 ],...,
Spy=[V1-2]+[V2-3 ]+[v3-4]+---+[,/n-(n+1)],undeprin [a] am notat

partea intragd a numarului a si n este un numar natural nenul.
a) Calculati Sg5.

b) Demonstrati ca numarul A=,/2-S +n nu este rational, oricare ar fi numarul

natural nenul n.

BAREM

a) Pentrui e N,i>1avemi?2 <i(i+1) < (i +1)2 S, 1p

B LT I o oo 1p
ViTF D] = iVi€N" (1) oo 1p

Aplicand relatia (1), termen cu termen, sumei Sg3, avem:

Sn=1+2+3+...+63:&264:2016 .................................................................................. 1p

b) Aplicand relatia (1), termen cu termen, sumei S,,, avem:

S, :1+2+3+...+n:M

A= NN FN ZAUNT 2N et 0,5p

Avem n’ <n’+2n<n’+2n+1= (n +1)2 , deci numarul n®+2n, fiind cuprins strict intre

doua patrete perfecte, nu poate fi patrat perfect, oricare ar fi numarul natural nenul n........... 1p

Rédacina patratd a unui numar natural, care nu este patrat perfect, nu este un numar rational.

Avem, deci, A=v2-S+N=vVN7+F2N ZQ oo 1p



Subiectul 3

Fie ABCD un paralelogram cu BC > 2 - AB. Bisectoarea unghiului ABC intersecteaza
diagonala AC in punctul E, iar bisectoarea unghului DCB intersecteaza diagonala BD in
punctul F.

a) Aratati ca aria triunghului AEB este egala cu aria triunghiului CFD.
b) Demonstrati ca dreapta EF este paralela cu dreapta BC.

BAREM

a) Ases _ E
A AC

L 0.,5p
Apec  BD

Din teorema bisectoarei avem:
AE _AB _ AE_ AB
EC BC AC AB+BC
DF _CD _ DF_ CD
BF BC BD CD+BC
Din AB = CD (laturi opuse in paralelogram), (4), (3), (2) si (1), rezulta
AE DF

A A
e R W = o R OO 0,5p
AC BD AABC ADBC

Din AD || BC = d(A,BC) = d(D,BC) = d(AD, BC) =5 wooeoseeveeoeeeeeereeeeeeeeesreereseseesesrens 0,5p
_ BC-d(AD,BC)

A = 5 = Apge (1) oo 0,5p

Din (6) $1(7) SASIM Augp = Appp «roveererrreriimii i s 0,5p

b) Fie AC ~BD ={0}. Avem AC =2A0 =2(OE + AE)si BD =2DO = 2(OF + DF)

( diagonalele paralelogramului s€ INJUMALALESC).......evvverviriiiiiiieieiie e 0,5p

Din relatia (5) avem:

AE DF AE DF AE DF AE DF

AC BD 2(OE+AE) 2(OF+DF) OE+AE OF+DF OE OF
OE OF

@azﬁ < EF || AD (reciproca teoremei lui Thales). Din BC || AD = EF || BC......... 1p




Subiectul 4

Fie ABC un triunghi dreptunghic cu m(«A) = 90°, AD L BC,D € (BC). Bisectoarea
unghiului ACB intersecteaza dreapta AD in punctul G si latura AB in punctul E. Se notaza cu
F piciorul perpendicularei din E pe latura BC.

a) Aratati ca patrulaterul AEFG este romb.

b) Daca triunghiul AEG este echilateral, aflati raportul dintre aria patrulaterului AEFG si aria
triunghiului ABC.

A
BAREM E
G
B C
F D

a) Din proprietatea bisectoarei avem:

EA =d(E,CA) =d(E,CB) = EF = (EA) = (EF) (1) ooviiiiieiiiieieeee e 1p
M(XAEG) = 90° — m(XACE) = 90° — m(XGCD) = m(XDGC) = M(LAGE) w.vveeveeeeeeeeerrrenn. 1p
= KAEG = <AGE = AAEG este isoscel=> (EA) = (GA) (2) ccovovveveeeieieieeeee e, 0,5p
Din (1) si (2) avem (EF) = (GA) (3).

Avem g‘; i gg} ) T O 0,5p
Din (3) si (4) avem AEFG paralelogram si din (2) rezulta cd este romb. ............ccoevevvrieennnens 1p

b) AEFGromb = CE L AF, deci CE este bisectoare si inaltime in triunghiul AFC

2 AAFC 518 ISOSCEL  (5) tuiiiiiiiitiiti et st et e se et s re et re e 0,5p
m(LACF) = m(XACD) = 90° — m(XDAC) = 90° — [90° — m(XEAG)] = 60° (6)

Din (5) s1 (6) = AAFC este echilateral. ... 0,5p
In AAFC \echilateral, iniltimile AD si CE sunt si mediane, deci G este centrul de greutate al

triunghiului AFC = AG :gAD (7) oo 0,5p
m(«B) = 90° — m(XACB) = 90° — 60° = 30° =

FD = % FC = % AC = %% BC = % BC (teorema unghiului de 30°) (8) .ovovvvvvrvvceiiiiciccinne 0,5p

Din (7) si (8) avem:

2 1 1 AD-BC 1 1
A =AG-FD=—AD-=BC==. == A,.. . Raportul ceruteste =. ......ccoovo...... 1
AEFG 3 1 3 > 3 e p 3 p




