OLIMPIADA DE MATEMATICA
Faza locala
Brasov, 28 februarie 2015

Clasa a IX-a

1. Verificati c& numarul 72° — 1 este divizibil cu 10% si determinati ultimele trei cifre

ale numarului 72015,
Marin Marin

. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia

= —+ 2015
2 * ’

5z — 2015
[z + 2015] — {x—} g

unde [a] reprezinta partea intreaga a numarului real a.
Ioana Masca

. Fie ABC un triunghi in care (b+ c)m + (c+ oz)P—B> + (a+ b)P—C>Y = 0, unde punctul
P € {0, 1,G}. Demonstrati ca triunghiul ABC' este echilateral. (Notatiile sunt cele
uzuale).

Gazeta Matematica - Supliment cu exercitii, octombrie 2014.

. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia

T — a T — as T —a, nx

+ + ...+ )
as + ... +ay, ay +asz+ ... +ay, a1+ ... +ap_q ay + ... +ay,

unden >2sia; >0, i€ {1,2,---,n}.

Florica Zubascu-Andreica

Nota. Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect valoreaza 7 puncte.

Timp de lucru 3 ore.



OLIMPIADA DE MATEMATICA
Faza locala
Brasov, 28 februarie 2015

SOLUTII - BAREME DE NOTARE

Clasa a IX a

1. Verificati cd numdrul 7?° — 1 este divizibil cu 10® si determinati ultimele trei cifre ale numdarului
72015.

Solutie.
Pentru n € N, notdm prin Mn un multiplu natural al numarului n. Avem

75 = 16807 = M1000 + 807
70 = (7%)% = M1000 + 807% = M1000 + 651249 = M1000 + 249
720 = (7'9)2 = M1000 + 249% = M1000 + 62001 = M1000 + 1.
Deci 729 — 1 este divizibil cu 103. (4p)
Atunci
72015 — 72000 . 715 — (720)100 . (75)3 — (Mlooo + 1)100 . (MlOOO + 807)3

= (M1000 + 1) - (M1000 + 525557943) = (M1000 + 1) - (M1000 + 943) = M1000 + 943,

deci, ultimele trei cifre ale numarului 72°1° sunt 943. (3p)

2. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia [x + 2015] — {51%2015] = 5 + 2015, unde [a] reprezinta
partea intreagd a numdrului real a.

Solutie.

Daca = € R este o solutie a ecuatiei, atunci § € Z, deci x = 2p, p € Z. (2p)

Atunci, [z 4 2015] = 2p + 2015, (2p)

[Sx — 2015] _ {5 -2p—2016 +1

1
— |5p — 1008 + = | = 5p — 1008. 2
5 5 } [p +2} P (2p)

Inlocuind in ecuatie, obtinem p = 252, deci x = 504. 1p

3. Fie ABC wun triunghi in care (b+ C)P—A + (c+ a)P_B> + (a+ b)P—C)’ = 0, unde punctul P € {O,1,G}.
Demonstrati ca triunghiul ABC' este echilateral. (Notatiile sunt cele uzuale).
Solutie.
Pentru un punct arbitrar P din planul triunghiului ABC' au loc relatiile cunoscute (nu se cer demonstratii):
— — — —
PA+ PB+ PC = 3PG, (1p)
b
¢ PA+ PB+————PC=PI. (1p)
a+b+c a+b+c a+b+c

Fie P un punct din planul triunghiului ABC cu proprietatea (b + c)P—zZl + (c+ a)P.B> + (a+b)PC =0,
echivalenta cu

—_— =

N c
PA+PB+ PC =

PA+ PB+ —.
a+b+ec at+b+ec at+b+ec

(1p)

Conform relatiile cunoscute mentionate anterior, ultima relatie se transcrie:

—_— =
P

3 (1p)

— — —
1) Pentru P = O, avem 30G = OI. Dar 30G = OH. Atunci OH = OI. Rezultd H = I, deci triunghiul
ABC este echilateral. (1p)

| x

—_



. Rezulta I = G, deci triunghiul ABC este echilateral. (1p)

— =
2) Pentru P = I, avem 3IG = 0
— —
3) Pentru P = G, avem 0 = GI. Rezultd I = G, deci triunghiul ABC este echilateral. (1p)
4. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia
r—ay T — ag T — ap, nx
+ + .t = :
ay +az+...+ay ay + ... +ap—1 ay + ... +ay

a2+ ...+ an

unden>2 gia; >0, i € {1,2,--- n}

Solutie.
Notam s = > ; a;. Ecuatia se transcrie

sau
n
Zs—ai S

Dar
n n
a;
D= -
: s—a; S

deci ecuatia devine
- 1 n " 1 n
——]z= - — s 2
Z s—a; S Z s—a; S (2p)
1=1 =1
Din inegalitatea dintre media aritmetica si i media armonica, obtinem
n < Z;L:l (S - a’i)
n 1 = ;
Zi:]. S—aj; n
de unde . .
2 2
n n n 1 n
= > —, deci ——#0.
(n—1)s = s’ ;s—ai 37'é

1
Zs—ai Zzyzl(s—ai)

=1
Rezultd ca ecuatia are solutia unica x = s, adicd x = a1 +as + -+ + an. (1p)

(3p)



