OLIMPIADA DE MATEMATICA
FAZA LOCALA, JUDETUL ALBA
13.02.2014

CLASA a Xll-a

Problema 1.
Pe multimea G = (0, ) definim legea de compozitie:
x oy = 2VUog20)™+(og2 )"=2" () x 3 € G, unde n > 3 este natural impar.
a) Aratati ca (G,o) este grup abelian.
b) Ardtati ca functia f:(0,0) - R, f(x) = (log, x)™ — 2™ este izomorfism de la
grupul (G,0) la grupul (R, +).

¢) Rezolvati ecuatia x o x o ...o x = 4, In grupul (G,°).
[ —
2014 ori

Problema 2.

Fie (G,”) un grup si f, g doua endomorfisme ale grupului G, g injectiva. Aratati ca
grupul G este comutativ in fiecare din urmatoarele situatii:

a) f(x) = g(x*),(M)x € G.

b) f(x) = g(x™), (M)x €G.

Problema 3.
Consideram functiile f, g:(0,00) - R cu proprietatea ca % este o primitiva

pentru g si % este o primitiva pentru f.

a) Aratatica f'(x) + g'(x) = (x + i) . (f(x) + g(x)), (V) x> 0.
b) Determinati functiile f si g.

Problema 4.
Determinati functiile continue f: (0, ) — R si constanta reala L stiind ca:
a) exista lirr(l)x f(x) =1L;

X—

2x
b) f fF®dt = 1,(V) x > 0.

NOTA : Toate subiectele sunt obligatorii.
Timp de lucru 3 ore.



BAREM OLIMPIADA DE MATEMATICA
FAZA LOCALA, JUDETUL ALBA
13.02.2014
BAREM DE CORECTARE
CLASA a Xll-a

Problema 1.
Pe multimea G = (0, o) definim legea de compozitie:
x oy = 2VUog20)"+(og2 )"=2" () x 3 € G, unde n > 3 este natural impar.
a) Aratati ca (G,°) este grup abelian.
b) Aratati cd functia f:(0,0) = R, f(x) = (log, x)™ — 2™ este izomorfism de la
grupul (G,0) la grupul (R, +).
¢) Rezolvati ecuatia x o x o ..o x = 4, In grupul (G,°).

2014 ori

Solutie si barem:

a) Asociativitate, (x o y) o z = 2 Vog2 )" +(ogz )" +(ogz )"-22" 1p
Elementul NEULIU € = 4 € G ..cc.ocvveieeeceee et 1p
Simetricul elementului x € G, x’ = 2 V22" =00 ¢ ¢ .. 1p

D) f DIJECHIVA ...eieieiieiieiei ettt ettt et b e aeere et 1p
feoy) =f) V), (V)XY E G v 1p

c) Egalitatea x o x o ...o x = 4 este echivalentd cu 2014 - f(x) = f(4) =0 .......... 1p

2014 ori
f(x) =0= (log, x)" — 2" =0,deunde x = 4. .ocooerirerireeereeeeeeeeee, 1p

Problema 2.

Fie (G,") un grup si f, g doud endomorfisme ale grupului G, g injectiva. Aratati ca
grupul G este comutativ in fiecare din urmatoarele situatii:

a) f(x) = g(x*), (Mx € G.

b) f(x) = g(x™1), (V)x €G.

Solutie si barem:

a) g()) =flxy) = FOfFO) = gxD)g(y?) = g(x2Y?) o, 2p
g injectivd = (xY)2 = x2Y%, (V)X, Y € G cooveveeeeeeeeeeeee e, 1p
xyxy = xxyy = yx = xy,(V)x,y € G = G este comutativ. ..........cccceevverrnenn, 1p

b) g((xy)™) = flxy) = FOf () = gx™g(y™) = g(x™'y™) v 1p
ginjectivi= (xy) 1 = x 1y L, (WX, Y € G o, 1p
() t=x"lyt=y"Ix" = (yx)" ! = yx =xy,(V)x,y € G = G este
COMUEALIV .ttt bbbttt bbbt 1p

Problema 3.



Consideram functiile f, g:(0,0) - R cu proprietatea ca % este o primitiva

pentru g si % este o primitiva pentru f.
a) Aratatica f'(x) + g'(x) = (x + i) . (f(x) + g(x)), (V) x> 0.
b) Determinati functiile f si g.

Solutie si barem:
f)x—f(x)

e =90 () x = fx) + 2% g(x)
a) g’(x).xz_g(x) _ f(x) = {g,(x) Cx = g(X) + .X'Z . f(X) ’ (V) x>0 2p

Adunand relatiile de mai sus, obtinem egalitatea ceruta .............cccevvercerrieennnn. 1p

b) Notim h = f + g si din punctul a) avem h'(x) — (x + %) “h(x) =0,(V) x >0,

2 !

ceea ce este echivalent cu (h(x) : e"xT"l“x) =0,(MX >0 oo, 1p
x2
Rezulta f(x) + g(x) =a-x-ez ,(V)x>0,undea ER ....ccocevvvvrenvrnnnne. 1p
—x?
Analog se obtine f(x) —g(x) =b-x-ez ,(V)x>0,undeb ER ............... 1p

2

X —xz xz —XZ
Obtinem f(x) =§(a-e7+b-e7),g(x) =§<a-67—b-67>,a,b ER1p

Problema 4.
Determinati functiile continue f: (0, 0) — R si constanta reala L stiind ca:
a) exista lir%x fx)=1L;

x—

2x
b) f fF®Odt =1,(V) x > 0.

Solutie si barem:
Din b) rezulta F(2x) — F(x) = 1, (V) x > 0, unde F este o primitiva a lui f ........ 2p

2f(2x) = f(x) = 0,deunde () =3 £ (5), (N X >0 o 2p
Prin inductie matematica obtinem f(x) = zin f (zin) ,(MneEN* i, 1p
L= }Ci_%x f(x) = Tlll_r)lgozx—nf(;—n> = 7lli_r>£10x-f(x) = xf(x), (V) x > 0, de unde

f(x)=§,(v)x>0. ................................................................................................ 1p

Prin inlocuire in b) rezultd L(In2x —Inx) = 1,(V) x > 0, de unde L = ﬁ si

functia f(x) = % (V) X > 0. e 1p

nz’



