OLIMPIADA DE MATEMATICA
Faza locala
Brasov, 14 februarie 2025
Solutii

Clasa a XII-a

1. Consideram multimea G = {(a +b) +i(a — )| a,b € Z} C C.

(a) Aratati ca 2025+ € G, dar 2024 + 1 ¢ G.

(b) Aratati ca G este parte stabila a lui C in raport cu inmultirea.

kK
Solutie.
(a) 2025+ = (10134 1012) + (1013 = 1012) € G .. ovvviiiiiii i 2p
Pentru oricare a,b € Z, numerele a + b i a — b au aceeasi paritate.
Rezulta 2024 + 0 & G ..o 2p

(b) Fiec=(a+0b)+i(a—b)eGsiz=(x+y)+i(r—y) € G, cua,bz,ycZ.
¢z = [(a+b)(z +y) — (a— )z — y)] +il(a+ )z — y) + (a—b)( + )] =
=(u+v)+i(u—v), unde u = ax + ay + bx — by si v = —ax + ay + bx + by.
Cum u,v € Z rezulta cz € G.

Prin urmare, G este parte stabila a lui C in raport cu inmultirea.......... 3p

2. Fie (G, -) un grup cu elementul neutru e. Daca G are cel putin trei elemente, aratati
ca exista a,b € G\ {e}, a # b, astfel incat ab = ba

Gazeta Matematica

Solutie.

Cazul 1. Daca 2% = e, Vo € G, atunci G este un grup comutativ............... 2p
Cum G are cel putin trei elemente, G \ {e} are cel putin doua elemente.

Pentru oricare a,b € G\ {e}, cua #b, avemab="ba........................... 2p
Cazul 2. Presupunem ca existd z € G\ {e}, astfel incat x® #e.............. ... 1p
Alegem a =z sib=12>€ G\ {e}. Avemab=ba=2sia#b. ............... 2p



3. Fie m,n € (1,00) si f : R — R o functie continua pentru care f(mz) = nf(x),
1 m

1
oricare ar fi x € R, iar /f(a:) dz = ——. Calculati [ f(z)dz
m+n
0

Gazeta Matematica, Supliment cu exercitii, enunt, modificat
Solutie.
m 1
Cu schimbarea de variabila z = my, obtinem / flz)dz =m / f(my)dy
0 0

................................................................................ 3p
1 1 mn
Conform ipotezei, m/ f(my)dy = mn/ fly)dy =
0 m-+n
Rezulta / f(x USSP 2p
m-+n
-1
Atunci / f(z)dz = / f(z)dz — / f(z o 2p
m-+n
Observatie. Exista functii care satisfac ipoteza.
In(mn) In(n)
E lu. f:R—R = In(m) R.
xemplu. f:R — R, f(x) () ln(m)‘x’ , Vz e
. Fiea>14if:[0,00) = [0,00) o functie continua si descrescatoare, cu proprietatea
ca f*z) > (:ca), x > 0. Demonstrati inegalitatea:
/f(t) a| > /f(t) dt, ¥ > 0.
0 0
Romeo Ilie
Solutie.
Functia F': [0,00) = R, F(z) = / f(t)dt, YV > 0, este o primitiva functiei f.
0
Avem de demonstrat inegalitatea: F'*(xz) > F(z®), YV >0 ............oooo. . 1p
Consideram functia G : [0,00) = R, G(z) = F*(z) — F(2*), Yz > 0.
G'z)=alf(x)F Hz) =2 f (2], Ve >0 2p
fo(x) > f(z*), Yo >0, deci G'(z) > a[f(z)F* 1 (x) — 21 fo(x)], Va > 0.
................................................................................ 1p
f descrescatoare, implica Fi(x) > xf(z), Vo > 0. 2p

Atunci, cum « > 1, obtinem G'(z) > af(z)[F*  (z) — (zf(z))*™'] >0, Vo >0
Deoarece G(0) = 0, rezulta cd G(z) >0, Vo >0
Astfel, inegalitatea din enunt, este demonstrata. ................ ... ... . ... 1p

Observatie. Exista functii neconstante care satisfac ipoteza, pentru oricare a > 1.
2
Exemplu. f:[0.00) = [0,00), f(z) = T 1 Va > 0.
x

10





