Barem clasa a X-a

1.

a) abe(01)= logag > log, Vab > 0 si logy %2 log, Vab > 0

Prin inmultirea inegalitatilor se obtine loga(%l;7 - logy, b =3 (log, b +
D(ogpa+1) = %(2 +log, b +log, a) = %(2 +2)=1
(s-a folosit log, b,log, a > 0,pentrua,b € (0,1))

..................................................................................................................... 2p
3abc 3 3
. . . . _ <
b) Folosind inegalitatea  mediilor Tl % % < Vabc =
3abc 3 1
lOga Tbtbetca = loga vabc = 3 (1 + loga b + loga C)
Analog
l 3abc - 1 (1 | : )
0 =>—=(1+ +
b b +bc+ca 3 08 @108, €
| 3abc 1 (1 | | b)
(0] - +log a+ 1o
8¢ b + be + ca 3 & 8
....................................................................................................... 2p

a)

(z1 =Dz, - D(z5 - 1) =

Z1Z3Z3 — Z1Zy — Z1Z3 — ZpZ3+ ZytZy+23 — 1 = 212,245 (1 — Zl — Zl —
1 2

1 _
Z_) + ZI+ZZ+Z3 - 1 = 212223 (1 - Zl - ZZ - Z3) = 212223 (1 -
3
0
Zy + 2y,+23) = 212,23 (1 —1) =0
(avem z, - Z; = |zy|*=1sicelelalte) ......................ocooi 4p

b) Din punctul a) rezulta ca cel putin unul din numere este egal cu 1
Dacd z; = 1 din z42z,+23 = 1= z,+23 = 0 deci z,%°"% + 2,%°1% +

752013=1 + 72,2013 4 (—2,)?%13 = 1, analog cazurile z, = 1 sau z; = 1

¥—5%—-4*4+1>0 (5*"-1)(4¥—1) >0, adevarata deoarece
pentru x >0, 5*—-1>0si4*—1>0iar
Pentru x < 0, 5* =1 <0814% —1 <O oooiiiiiiiiee e, 2p

b) f()=(* = D4 - 1)-1
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Dacax <y<0=5*-1<57-1<0si 44-1<47-1<0

Prin inmultire(5* —1)(4* —1) > (5Y —=1)(4Y —1) = 0 deci f(x) >

f)

Daca0 <x<y=0<5*-1<5Y-1
0<4"—1<4" -1 si prin inmultire 0 <

G*—1DU@A* -1 < GBY-—1DM@Y —1)deci f(x) < f(Y)errerarnanen. 3p

¢) Daca x < 0 ecuatia nu are solutie deoarece 20* < 5* deci 20* — 5% —

4* <0

Deoarece f este strict crescatoare pe [0, ) si f(2) = 359 rezulta x = 2
SINGUIA SOIULIC ...vtiettt et e e e 2p
4,

Pentru N=1 avemcd f (1) = [%} sirezultd cd f (1) e{-1,0},in urma calculului:

a= [%]:%— 1<a S%deci —2<a<0,aintreg decia € {—1,0}

e Daca f(1)=0 seobtineca f(2)= {g} + f;2)} =[ f;Z) si cu un calcul asemanator

f(2) =0, deci f nu este injectiva.

e Daci f(l)=-1seobtineca f(2)= {%1 J{%} =-1+ %} . Din aceasta relatie,

folosind acelasi calcul rezultd cd —3 < f(2) < —%, deci T (2) e{-2,—1} si, din cauza
injectivitatii, f(2)=-2.

Presupunem ca f (k) =—k siavem ca
f(k+1) ={_—1}{_—2}+{_—3}++
2 3 4

f(k+1)
k+2

{ -k }{ f(k+1)}=_k+{f(k+1)]
k+1 k+2 k+2

TRAD byt
k+2

Din egalitatea f(k+1)+k :[ } seobtinecd f(k+1)+k<

sau

(K+2)F(k+D)+k>+2k < F(k+D) < (k+2) F(k+D) + (K +1)(k +2).

Din relatia anterioara se obtine
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(K+D) F(K+D)+k>+2k+1<1 si 0<(k+1) f (k+1) +(k +1)(k +2)

relatii din care rezulta ca

f(k+)<-k-1+ ! respectiv f(k+1)>-k—-2.
k+1

Astfelavemca f(k+1)=—-k-1

Asadar f(—m) = —n,Vn € N”.
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Subiecte:

1. Fiea, b, c € (0,1). Sd se demonstreze inegalitatile:

2ab 2ab
a) log,— -log,— =1
) 8a a+b &b a+b
3abc 3abc 3abc
b) log,———— + log, ——— + log, ——
) 8a ab+bc+ca &b ab+bc+ca 8c ab+bc+ca —

Se considera numerele complexe z;, z,, z; cu proprietatile |z, |=|z,| = |z5]=1
sizy +2z, +2z3 = 1.

a) Sa se calculeze (z; — 1)(z, — 1)(z3— 1)

b) Sa se calculeze z,2°13 + 2,2013 4 z,2013

. Fie f: R> R, f(x) = 20% — 5% — 4%

a) Sasearatecd f(x) >-1,Vx€e R

b) Sa se arate ca f este strict descrescatoare pe (—oo,0] si strict
crescatoare pe [0, c0)

c) Sa se rezolve ecuatia f(x) = 359

Sa se determine functiile injective f : N* - Z cu proprietatea ca

f(n):[f(l)}+[f(2)}+{f(3)}+...+{M},Vn € N*
2 3 4 n+l

Burtea Marius, Alexandria, Teleorman

Notd: Toate subiectele sunt obligatorii. Timp de lucru 3 ore. Pentru fiecare subiect se acordd de la 0
la 7 puncte.
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