Simleu Silvaniei, 17 Decembrie, 2022

Concursul Interjudetean de Matematica ” Teodor Topan”
Editia a XV-a

CLASA A XI-A - Barem orientativ de corectare

Problema 1. Dacid A, B € My(C), demonstrati ca (AB — BA)? = O, daca
i numai daca det(A — B) det(A + B) = det(A% — B?).

Mihai Opincariu
Solutie.
Folosim relatia det(X + YY) 4+ det(X —Y) = 2(det X + detY") pentru
X=A%?-B%?5iY = AB — BA si avem:

det(A — B)det(A + B) = det(A? — B?) + det(AB — BA).

..3p
Daca (AB — BA)? = O,, atunci avem det(AB — BA) = 0, de unde

det(A — B)det(A + B) = det(A% — B?). ...2p

Daca det(A — B) det(A + B) = det(A? — B?), atunci det(AB — BA) = 0, iar

cum Tr(AB—BA) = 0, din teorema Cayley-Hamilton avem (AB—BA)?*=0,.
..2p

Problema 2. Se considera sirurile de numere naturale (a,)n>1 $i (bn)n>1
pentru care:

(1+V2)" =a, +b,V2, n=1,2,...

a2n—1

Sa se arate ca sirul <%> este descrescator, sirul <b2 .
n>1 n—

. ) este crescator
2n ’I’Lzl

si sa se calculeze



Dorin Andrica
Solutie.
Deoarece (a,) si (b,) sunt giruri de numere naturale, avem si relatia:

(1—+2)" =a, — V2b,,

.1p
de unde obtinem:
V(1 VD
n 2 9
deci sirul (b,),>1 este un sir strict crescator spre oo. . 1p
In plus, avem:
an\’ 1
2 2 n\ _
dome e () 2snd @
...3p (2p+1p)

Folosind aceasta relatie si faptul ca (b,), este strict crescator, avem ca

sirul (Zﬂ) este descrescator, in timp ce sirul <22"—‘1> este crescator.
2n n>1 2n—1 n>1
...1p
De asemenea, din lim b, = 0o si (*), obtinem:

n—o0

lim n :\/5.

n—oo n

.. 1p

Problema 3. Fie A, B € M,,(C) inversabile, cu proprietatea ca AB= —BA.
a) Demonstrati ca n este par.
b) Determinati toate numerele complexe a, b, ¢, d, e pentru care:

al, + bA+ cB + dAB + eBA = O,,.

Vlad Mihaly

Solutie.
a) Prin trecere la determinanti obtinem rapid ca det(AB) = (—1)" det(BA),
de unde, cum det(AB) = det(BA) # 0, avem n par. . Ap

b) Demonstram ca a = b= ¢ =0 si d = e arbitrare.
Din AB = —BA obtinem ca Tr(AB) = Tr(BA) = 0. Mai mult, avem
A= —BAB™!, de unde rezulta rapid ca Tr(A) = 0, si, analog, Tr(B) = 0.
Prin trecere la urma in relatia data avem a = 0. ...2p



Inmultind relatia cu A~! la stanga, avem:
bl, +cA'B+dB+eA'BA=0,,.

... 1p
Din AB = —BA avem BA™' = —A7'B, de unde avem Tr(A™'B) = 0.

Trecand acum la urma in ultima relatie obtinuta, avem b = 0. Analog avem

sic=0. ...2p

Asadar avem dAB + eBA = O,, adica (d — e)AB = O,. Cum A i B
sunt inversabile, avem d = e. ... 1p
Problema 4. Fie sirul (z,,),>1 definit prin z; > 0 §i 2,41 = z,+ %, pentru

orice n > 1. Sa se arate ca:

a) lim T =1;
n—o0 \/2Inn

b) lim (z, — v2Ilnn) =0.

n—oo

Dan-Stefan Marinescu

Solutie.
a) Din z,41 — x, > 0 avem ca sirul (z,),>1 este crescator, deci are limita
care este strict mai mare decat 0 si rezulta rapid ca lim x,, = oo. ... 1p

n—oo
Folosim acum criteriul Stolz-Cesaro si obtinem succesiv:

2 1 2 —a22 1 2 1
limx—”:—limM:—limn<—+—>:1.

n=oo 2Inm  2noo In (2 2n=00 \n  n2x?
.2p
b) Avem succesiv:
221 221
lim (z, — v2Ilnn) = lim %: lim Tn nn =
n—o00 n—00 n—00 Ty
1. 22-2lnn 1 2, —2Inn+x, — a2,
=— lim *——— = - lim :
2n=00 \/2Inn 2 n—o0 Vv2Inn
dp

Putem acum telescopa si avem:

xi+1—21nn: E :($Z+1_$i)+$?—2lnn:$§+2 ( E—lnn)—i— E g
k>

k=1



n

n—oo

care este o cantitate marginita, deoarece lim Z T Inn € R, iar din

k=1
monotonia lui (z,) avem:

n

"1

| —

< < 2
x3

=N

1
T k2
1

o

2o
8

N

k=

Folosind acest rezultat, avem:

22 _ g2
lim (z, — V2Inn) = lim 2" —q,

n—00 n—00 2lnn

: 2 2\ _
deoarece lim (z; — ;) = 0.
n—oo

.. 1p



