OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
ETAPA LOCALA
SUCEAVA
22 februarie 2014

CLASA a XII-a

1. a)(3p)Fie neN i (G , ) un grup cu 3n+1 elemente. Sa se demonstreze ca pentru orice

aeG, existd un unic X € G astfel incat x* =a’.

b) (4p) Fie n un numar natural, n>2 si (G,-) un grup cu N> —n—1 elemente. Stiind ca
functia f :G—>G, f (x) =X" este endomorfism al grupului, sd se demonstreze ca (G ,-) este

grup abelian.
2. Fie x€Z,,, astfel incat x*'* =1. Ardtati cd X° =1.

3. Fie f :R —> R o functie care admite o primitiva neinjectiva. Sa se arate ca pentru orice

A>0,exista c,c, eR, ¢ #c, astfel incat f(c )+Af(c,)=0.

4. Fie f:[0,1]> R o functie integrabila cu J-Ol f(x)dx=0.Daca g:[0,1] > R este o functie

derivabild cu derivata integrabild, demonstrati ca are loc inegalitatea:

2[01 f (x)g(x)dxsm f (x)‘dx-mg'(x)‘dx.

Nota: 1. Toate subiectele sunt obligatorii.
2. Fiecare subiect se puncteaza de la 0 1a 7.
3. Timp de lucru 3 ore.
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BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA a XII-a

1. a) 3p)Fie neN’ si (G,-) un grup cu 3n+1 elemente. Sa se demonstreze cad pentru orice a € G,
existd un unic x € G astfel incat x* =a’.

b) (4p) Fie n un numar natural, n>2 si (G , ) un grup cu n° —n—1 elemente. Stiind ci functia
f:G—>G, f(x)=x" este endomorfism al grupului, si se demonstreze ca (G ,-) este grup abelian.

Gazeta Matematica
Solutie.
-1 6n
a) ord(G)=3n+1= a""'=e=>a-a’" =e= az(a“) =a :(a’l) :
2n
Pentu x:(afl) avem x° =a’.
1

=y =x=y

b) ora’(G):n2 -l T e = X =x,VxeG

Dacd x’ =a’ si y’ =a’, atunci x" =y = x~
/ endomorfism de grupuri = (xy)" =x"y", Vx,y € G. Simplificand la stanga prin x si la dreapta prin y

n—=1_ n-1 n=1_ n-1 n?=n_.n*-n

obtinem (yx)’k1 =x"y" = ((yx)w1 )n = (x ¥ )n = (yx)”t" =x""y"" = yx=xp

Barem.

a) Existenta 2p
Unicitatea lp

b) X" "=x,VxeG Ip
f endomorfism de grupuri = (xy)" =x"y",Vx,yeG lp
Finalizare 2p

. Ao ar L2014 7 Stots A% 2 1
2. Fie xe€Z,,, astfel incat x*"'* =1. Aritati cd x* =1.
Hkskook

Solutie.
XM =loxe U(Zy,, ), adicd x este clement inversabil in Z,,,, . (U(Z,,,), -) este grup cu ¢(2014)

elemente. Cum 2014 =2-19-53 rezulta ca (p(2014) = 2014(1 —%)(1 —%)(1 —%) =936 si atunci

X3¢ =1. Dar (2014,936) =2, deci existd a,b € Z astfel incat 936 p+2014¢g =2 si atunci

2 936 p+2014 936 \? 2014\ 7
X =x"0"" q:(x )(x )zl.

Barem.

x este element inversabil in Z,,,, lp
(U(Z ), -) este grup cu ¢(2014) =936 clemente 2p
£ 1] lp
Finalizare 3p




3. Fie f:R — R o functie care admite o primitiva neinjectiva. Sa se arate ca pentru orice 4 >0,
existd c,c, e R, ¢, #¢, astfel incat f(c,)+Af(c,)=0.

Ilon Bursuc

Solutie.
Fie F:R — R o primitivd neinjectivd a lui /. Atunci existd a,b e R, a <b astfel incat F(a)=F(b).

Fie ¢ € (a,b). Aplicand teorema lui Lagrange pe intervalele [a,c] si [¢,b] deducem ci exista ¢, €(a,c),
€(c,b) astfel incat F(c)—F(a)=(c—a)f(c) si F(b)-F(c)=(b—c)f(c,). Adunand aceste doud
relatii obtinem ca (c—a) f(¢,)+(b—¢) f(c,)=0 ().

Fie 1 >0.Vom determina c astfel incat b—c=A(c—a)<c= /1161 J;Lb e(a,b)
+
Relatia (1) devine: (c¢—a) f(¢,)+ A(c—a) f(c,)=0 < f(¢)+Af(c,)=0.
Barem.
F neinjectiva < existd a,b € R,a <b astfel incat F(a)=F(b) 1p
Obtine relatia (1) 3p
. Aa+b

D i c=

etermind c 2 €(a,b) 2p
Finalizare lp

4. Fie f:[0,1] > R o functie integrabila cu J: f(x)dx=0.Daca g:[0,1] > R este o functie derivabila
cu derivata integrabild, demonstrati ca are loc inegalitatea:
1 1 1
ZJOf(x)g(x)dxSjo‘f(x)‘dx-fo‘g (x)‘dx.
lon Bursuc
Solutie.
Vxe(0,1) avem J.Oxg'(t)dt =g(7) ‘Z =g(x)-g(0)

Deoarece J.lf (x)dx=0, deducem ca Ilf (x)g(x) dxz.[lf (x) (x)—g(O)]dxz
LS IR EE N (RN lde a< ][Ol @
Similar, [ f (x) g (x)dx = f(x)[g(x)-g(1)]Jdx=

[l (] g @< [ g e Jors [l (e e @

Adunand inegalitatile (1) si (2) obtinem inegalitatea din enunt.

Barem.

Demonstreaza (1) 3p
Demonstreaza (2) 3p
Finalizare 1p
Nota:

Orice altd solutie corectd se va puncta corespunzator.



