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Clasa a XI-a

1. Daca ¢ este un numdr real oarecare, aratati cd existd un sir de numere reale, avand
oricare doi termeni distincti, convergent la o.
2. Se considera sirurile (x, )n?;‘l si(v, )"__;_1 definite recurent prin x; =4.y, =1,

=2-‘"n+.."'n . =%-VHGN¥-

Xos1 3 * Yntl

Demonstrati ¢a sirurile date sunt convergente si determinati limitele lor.

3. Fie 4 o matrice pétratica de ordin 3. cu toate elementele din multimea {—1.1}.

a) Determinati valorile posibile ale determinantului matricei 4.
. - . *
b) Demonstrati ca matricea A".n €N | are toate elementele nenule.

4.Fie 4,B<M,(C) cu proprietatea cd 4B— B4 =4. Demonstrati ci 4B4=A4B’4=0,.
Marian Cucoanes, Gazeta Matematica 11/2012

Subiect elaborat de prof. Cristian Lazar



Clasa a Xl-a
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1. Este suficient sd consideram sirul X, =o+—,Vne N .
n

2. Din prima relatie obtinem ca y, = 3x,,, —2X,, prin urmare y, , = 3x.,, —2X,,,. Inlocuind

in a doua relatie, deducem ca 6x,,, —7X,, + X, =0.

n+1

) C ) e . 1
Ecuatia caracteristica a acestel recurente este 6r’—7r+1=0, cu radicinile rn=Lr, = E,

asadar X = A+ B.Gi”' Cum primii termeni sunt x, =4,x, =3, rezulta ca A:%, B :% si

astfel este evident ca (X, )

. . .14
este SIr Convergent, cu hmlta —.
n>1 5

. 14 1 . : . e
Apol, y, = ?JF%F , prin urmare §1 (yn )m este convergent, avand aceeasi limita.
3. a) Daca adunam prima linie la liniile 2 si 3, pe aceste linii vor fi numai numere pare.
Scoatem factor 2 de pe fiecare dintre ele si obtinem ca determinantul matricei A, care este
numar intreg, se divide cu 4.
Insd detA este sumi de sase termeni, fiecare egal cu 1 sau cu —1, prin urmare are

valoarea cuprinsa intre —6 si 6. Rezulta ca det Ae {—4, 0, 4} si se constatd imediat ca toate

cele trei valori sunt posibile.
b) Se demonstreaza usor, prin inductie matematica, faptul ca matricea A" are toate
elementele impare, oricare ar fi ne N". Tn particular, toate elementele lui A" vor fi nenule.

4. Cum matricele AB si BA au aceeasi urmd, rezultd ca trA=tr(AB—BA)=0. Ecuatia
caracteristica a matricei A conduce la A* = —(det A)1,, prin urmare matricea A? comuti cu

oricare altd matrice; astfel, A’B = BAZ.
Inmultind relatia din enunt cu A, la stnga, apoi la dreapta, si tinand seama de cele

anterioare, deducem ci A® =—A?, deci A’ =0O,. De aici,
ABA=(A+BA)A=(l1,+B)A*=0,.
Ridicam acum la patrat ambii membri ai relatiei din enunt; obtinem ca
(ABA)B— AB’A—BA’B+B(ABA) = A%,
Deoarece ABA = A’ =0,, rezultd cd AB*A=0,, ceea ce incheie rezolvarea.



