Clasa a X-a

Problema 1. S& se determine numerele naturale a, b, ¢, d dacd a — ¢ = 61
si

V2lga—3lgb+ +/5lgc—6lgd = (b* +d° — a* _05)2019.

Traian Tamaian
Rezolvare. Din conditiile de existenta rezulta
a’® > b, > d° (1)
si b3+ df > a? 4+ c°, adica
(a®>=b*)+ (" —d°) <0 (2) (1 pet.)
Din (1) si (2) deducem c&
a? =0 s & =d". (3) (1 pct.)

Din a? = b® rezults cad existd k, z € N astfel incat a®> = b> = 2% de unde
rezulta cd exista k,x € N astfel incat

a=2% s b=2%. (4

Din ¢® = d° rezultd ci existd p,y € N astfel incat

c=y% si d=yr. (5 (1 pct.)
Cum a — ¢ = 61, folosind (4) si (5) avem 3% — ¢ = 61, adica
A3 3
(z*)" = (y**)" =61.  (6) (1 pet.)

Notand zF = m si y?” = n cu m,n € N, relatia (6) se scrie m®> — n3 =

(m —n) (m? + mn +n*) = 61 de unde obtinem

m—-—n=1 . m=n+1
{ m2 +mn + n? =61 deci { n? 4+ n = 20. (1 pet.)

Agadar m = 5, n = 4. Prin urmare,
xr=5 k=1 y=2, p=1. (1 pct.)
Cu acestea rezulta
a=2%%=5%=125 b= =5%=295,
c=y?=20=64, d=1y°?=2"=32,

numere care verifica conditiile din enunt.
In concluzie, numerele cerute sunt:

a=125 b=25 c=64, d=32. (1 pet.)



Clasa a X-a

Problema 2. Fie a,b,c € C* distincte doud cate doua astfel incat
a+b+c=0 si %—I—%-ﬁ-%zo.
Aratati ca a, b, ¢ reprezintd afixele varfurilor unui triunghi echilateral.
Marian Cucoanes si Marius Driagan (problema 28290 din Gazeta matematici)
Rezolvare. Relatia % + % + % = 0 se scrie sub forma
a*c+b3a+ b =0 (1 pct.)
care, deoarece ¢ = — (a + b) , ne conduce la
(a®> +b%) (a+ b)? + a?b? = 0,
adicd la
(@®+0*)+a’’ =0 <<= a’b>+b°F+c%a® =0. (1 pct.)

Din
(ab+ be + ca)® = a®b? + b2 + 2a® + 2abe (a + b+ ¢) = 0,

deducem ca
ab+bc+ ca = 0. (1) (1 pct.)

Relatia (1) scrisd sub forma a (b+ c¢) + bc = 0 ne conduce la a®> = be. In mod
simetric b? = ac si ¢ = ab. Asadar,

3 =03 =3 = abe, (1 pct.)

a
de unde, trecand la modul obtinem c&
lal = [b] = [e] . (1 pet.)
Pe de alta parte, din
ala—b)=a*—ab=bc—ab="b(c—a),
prin trecere la modul, obtinem
la||la —b] = |b]|c —a|, deci |a—bl=]|c—aq]. (1 pct.)

In mod simetric, |a — b| = |¢ — b|, ceea ce incheie rezolvarea. (1 pct.)
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Problema 3. Aritati cd existd o infinitate de numere naturale n > 1 cu
proprietatea c& n este multiplu al lui [lnn].

Taubal Fethi

Rezolvare. Fie p > 1. Deoarece
3 3\? 3 3
Pl P — (o 1)eP > 2 (142 Z(1+ 2
e eP=(e—1)e >2<+2)>2<+2p>>

3 /3\° 6+9%
2i(2) p= >p+2
>2+<2>p g =Pt=

deducem c in intevalul [e?, ePT1) existd cel putin p+2 numere naturale distincte.
(2 pct.)

Cum in intevalul [eP, ePT1) existd cel putin p + 1 numere naturale distincte,
mai mari decat p, deducem ca printre acestea, existd cel putin un multiplu al
lui p. Asadar, existd un numar natural n € [eP, ePT!) cu proprietatea ca exista
ke N, k> 1 astfel incat n = kp. (2 pct.)

Din

eP <n < eftl

deducem ca
p<lnn<p+1 sidec [Inn]=p. (2pct.)

Agadar, pentru orice p € N, p > 1, existd k € N, astfel incat n = k[lnn].

Evident, la p diferiti avem n diferiti. Cum existd o infinitate de numere
naturale p, vor exista o infinitate de numere naturale n cu proprietatea ca n
este multiplu al lui [Inn]. (1 pct)
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Problema 4. Fie a € (0,+00) \ {1}. S& se arate cd dacd suma
numerelor reale z1, xs, ..., T, este zero, atunci are loc inegalitatea

(a2$1)n .a,xl + (a2.’1}2)n ‘a.’L'Q + + (a2$n)n ‘a.z‘n >

>n (@ 4+ + ... 4+ ad™) — (n—1) (@™ +a™ + ...+ a™);

egalitatea avand loc daca si numai daca 1 = x5 = ... = 2, = 0.
Dorel I. Duca

Rezolvare: Inegalitatea din enuntul problemei poate fi scrisa sub

forma
n n n
Za(2n+l)$k + (n _ 1) Zaxk. Z nzank.
k=1 k=1 k=1

ceea ce ne sugereaza urmatoarea abordare a rezolvarii.
Deoarece x1 + x2 + ... + x, = 0, in baza inegalitatii mediilor, avem

a(2n+1)x1
arlT g™ 4 g 4 ™ = ——————— 4 a™ "™ . a™ >
qT1tTet...+Tn
n a(2n+1)x1 n 2 2

> ni\| ————.a*.a"3...a"2 = nVa*"* = na! ct.

- qF1tTet.tTn ’ (3 p )
egalitatea avand loc dacd si numai dacd a®" )% = %2 = ¢ = ... = ¢*".
(1 pct.)

Prin urmare, pentru fiecare k € {1,2,...,n} avem

aPrrDTe g gl TR @™ > na®r,

egalitatea avand loc dacd si numai dacg "t = g%t = | = ¢%-1 =
a®™+1 = ... = a", adicd dacd si numai dacd (2n+ 1)z = 21 = ... =
Tp1 = Tpy1 = ... = Ty (1 pet.)

Adunénd ultimele n inegalitéti, obtinem concluzia (1 pct.); egali-
tatea avand loc daca si numai daca

(2n + 1)z, = x;, oricare ar fi k,j € {1,2,...,n}

de unde deducem c& x, = 0, oricare ar fi k € {1,2,....n}. (1 pct.)



