CONCURSUL NATIONAL
DE MATEMATICA APLICATA

"ADOLF HAIMOVICI"
ETAPA JUDETEANA FACULTATEA
INSPECTORATUL SCOLAR L2
JUDETEAN IASI 19 martie 2016 . ﬁgﬁi&‘ﬁgl{l{r‘ﬁg‘&%ﬁAL
Profil Tehnic
CLASA A IX-A

1. Se considera functia f: R —>R,f(x)=(a2—a+l)x+1,unde acR.

a) Demonstrati ca a*—a+1>0,Vae R
S)-fy)
x=y
c) Comparati numerele f (\/5 +3 ) sif («/5 + 2) .

b) Demonstrati ca >0, Vx,ye R,x#y.

2. Fie patratul ABCD de latura 4 , in care AC(1BD ={O}si M este mijlocul segmentului [BO] .

Consideram punctul N astfel incat CN=DO.

a) Demonstrati ca AB+AD+DO=2-AM .

b) Determinati lungimea vectorului AB+AD+ DO, utilizand eventual formula
2 (b2 +c ) -a’

—

c) Demonstrati cd punctele A,M,N sunt puncte coliniare.

medianeim’ =

3. Fie (a, )”21 o progresie aritmeticd curatia a, #0.
. a,-n(n+1)
a) Demonstrati ca a, +a, +...+a, E— Vnz1.
e . a, 1 1
b) Verificati relatia ——————=2| —— ,Vn2=1.
a+a,+..+a, n n+l
.o a a a 2n
c¢) Demonstrati ca § =——+ ! +..+ ! = , Vn2>1.
a+a, a +a,+a, a+a,+..+a, n+l

4. a) Demonstrati cd 14+3+5+...+(2n—1)=n",Vn2>1

b) La un stadion cu capacitatea de 10000 de locuri vin spectatorii. In primul minut vine 1
spectator, in al doilea minut vin 3 spectatori, in al treilea minut vin 5 spectatori , etc. Dupa cate
minute stadionul se va umple ?

Nota: Timp de lucru 4 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0la 7.
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Profil Tehnic
CLASA A X-A

1. Rezolvati in multimea R ecuatiile :
1 1

a) 3*—3=2.3" |
b) log, x-log, . 9=1.

2. Fie ze C un numir complex astfel incat z° +2z+4=0.
a) Demonstrati cd 7z’ este numdr real.
b) Calculaﬁ Z2016 +2 Z2015 +22 . Z2014 +2'§ . Z2013 +.“+22015 . Z+22016 .

3. Trei elevi au intrat intr-un magazin pentru a cumpira cite ceva. Primul elev a cumparat 4
sandviciuri, o cand de ceai si 10 gogosi, platind in total 16,90 lei. Al doilea elev a cumparat 3
sandviciuri, o cana de ceai §i 7 gogosi, platind 12,60 lei. Cat va plati al treilea elev pentru un
sandvici, o cand de ceai si 0 gogoasa ?

4. In toate patritelele 1x1ale unei table de dimensiuni 3x4 sunt scrise numere astfel incit numerele
din fiecare linie si fiecare coloana formeaza cate o progresie aritmetica. Stiind ca suma celor patru
numere din colturile tablei este 672, sa se determine suma numerelor de pe tabla.

Nota: Timp de lucru 4 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0la 7.
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Profil Tehnic
CLASA A XI-A

1
1. Fie Az( 1

0

1] si functia f:R — R, f(x) =det (A AT —x 1, ), unde A’ - reprezintd transpusa
matricei A.

a) Demonstrati ca f(0)=0.

b) Gasiti a,b,ce R dacd f(x)=a-x*+b-x+c.

[f(—n)+f(—n+1)+...+f(n—1)+f(n)—2n—1j

c¢) Calculati lim

n—o0 3

n

2. O matrice de ordinul al doilea, avand elementele din multimea {O, 1, 2} , se numeste echilibrata

daca oricare doua elemente aflate pe aceeasi linie si aceeasi coloand sunt numere consecutive.

2 1
De exemplu A = (1 2} este matrice echilibrata.

a) Justificati cd matricea I, este matrice echilibrata.

b) Cate matrice echilibrate se pot construi ?
c) Justificati ca transpusa oricarei matrice echilibrate este tot o matrice echilibrata.

(x) = mx® +nx+p

3. a) Fie f:D—>R, f ,m,n,p,ge R,DcCR.

xX+q
Sa se determine m,n, p,q € Rastfel incat graficul functiei f sa admita asimptotele x =2 si
y=3x—1,iar A(1,3) sa fie punct al graficului.
b) Considerdam f :R — R, cu proprietatea cd | f(x)—sin’ 2x| < x*, oricare ar fi xe R.

/()

3

Calculati lim
x/0 x

. . 0 1) . 0 1
4. Se considera matricele A = si B= .
-1 0 -1 -1

a) Demonstrati cd A* =B’.
b) Determinati matricea X € M, (R ) astfel incat si avem AX +XB=1,.

0 1
¢) Verificati egalitatea AB+C+1,=0,,unde C = (0 Oj si apoi demonstrati ca

(AB)" #1,, (V)n21

Nota: Timp de lucru 4 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0la 7.
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1.

CLASA A XII-A

Fie (G,-) un grup multiplicativ cu elementul neutru e. Demonstrati ca :
a) (a'ba)’ =a'b’a ,oricarearfi a,beG.

b) Daci a,be G astfel incit a*ba’ =e si a ba” =b’, atunci a=b=e.

Fie f:R >R, f(x)=e"(cos’x+2016)+1. Se cere:

a) Aritati cd f(x)— f'(x)=e"sin2x+1, xeR.
sin2x+e”*

e +cos k42016

b) Calculati I = j

, . 5 3 L0y . .
Fie matricele X = , 1, = din M,(R) si
5 3 0 1

multimea G = {M(r) IM(r)=1,+rX,re R\{—é}}

a) Calculati X7, X°.

b) Aratatica M (r)-M (s)e G, pentru orice M (r),M (s)e G.
c) Arétati ca (G,-) este grup comutativ.

d) Rezolvati ecuatia (M (r))’ =1, +13X , unde M (r)e G.

Se considerd integrala nedefinita / (x,n):J. ) (2):;; 3T dx,
x(x+1)-(x (x n

unde x€ (0,+00)sine N.
a) Calculati /(x,0).
b) Calculati 7(x,1).

¢) Calculati I (x,n), pentru n>2.

Nota: Timp de lucru 4 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0la 7.
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Profil tehnic

BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA A IX-A

1. Se considera functia f:R —>R,f()c)=(a2 —a+1)x+1,unde acR.

a) Demonstrati ca a*—a+1>0,Vae R
fx)-fy)
X=y
¢) Comparati numerele f (\/5 +3 ) sif (\/5 + 2) .

b) Demonstrati ca >0, Vx,ye R,x#y.

Solutie:
o, 1 3
a) Obtine a” —a+1= a—E +Z>O, VA€ R oo, 2 puncte
b) Obtine M=a2—a+l>0, VAE TR i, 3 puncte
X=Yy
¢) Pentru x:2+\/§,y=\/§+\/§ va rezulta M>O sicum x—y>0
X—y
VOM ObENE f(X) > FI)  coeertiiieneente ettt sttt 2 puncte

2. Fie patratul ABCD de latura 4, in care AC(1BD ={0}si M este mijlocul segmentului [BO].

Consideram punctul N astfel incat CN=DO.

a) Demonstrati ca AB+AD+DO=2-AM .

b) Determinati lungimea vectorului AB+AD+ DO, utilizand eventual formula
2 (b2 +c’ ) -a’

—

c) Demonstrati ca punctele A,M,N sunt puncte coliniare.

medianeim’ =

Solutie:
a) AB+AD+DO =AB+AO =2 AM oo eeees e eese s eese 2 puncte
D) | AB+AD + DO 2AM 122310 oo s eeseee 2 puncte
c) Obtine AN =AC+CN=AB+AD+CN =2-AM ,deci A,M,N - coliniare ................... 3 puncte
3. Fie (a, )m o0 progresie aritmetica curatia a, #0.
. a,-n(n+1)
a) Demonstrati ca a, +a, +...+a, =——=, Vn21.

2



1 1
b) Verificati relatia S — 2(— - j ,Vn>1.

a+a,+..+a, “\n on+l
c¢) Demonstrati ca S = 44 4 +...+ 4 = 2n , Vn2>1.

a+a, a +a,+a, a+a,+..+a, n+l

Solutie:
+na,)- n(n+l
a) Obtine a, +a, +...+a, :(al l;al) ! n(2n ),Vn21 ............................................. 2 puncte
b) Obtine 4 __ 2 =2[l— ! J ............................................................ 2 puncte
a+a,+..+a, nn+l) n n+l
c) Obtine S =2 11 +2 1.1 +...4+2 LR = 2 e 3 puncte
1 2 2 3 n n+l) n+l

4. a) Demonstrati cd 1+3+5+...+(2n—1)=n",Vn>1

b) La un stadion cu capacitatea de 10000 de locuri vin spectatorii. In primul minut vine 1
spectator, 1n al doilea minut vin 3 spectatori, 1n al treilea minut vin 5 spectatori , etc. Dupd céte
minute stadionul se va umple ?

Solutie:
a) Observa casirul 1,3,5,...,2n—1 sunt primii n termeni ai unei progresii aritmetice, deci
n(1+2n-1)
1+3+5+...+(2n—1):#=n SV 2T e 3 puncte
sau 1+3+5+..+(2n=1) =D (2k=1)=2D k=D 1=1" oo, 3 puncte
k=1 k=1 k=1
b) Numadrul spectatorilor veniti in primele n minute va fi
n(1+2n—1) ) . ) )
14+3+5+...+(2n-1)=——==n?, deci n> =10000, adicd 7 =100Min ......cocrvun..... 4 puncte
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BAREM DE CORECTARE SI NOTARE

CLASA A X-A
1. Rezolvati in multimea R ecuatiile :
1 1

a) 3* =3=2.3> |

b) log, x-log . 9=1.
Solutie:

1

a) Notim 3% =a §iobtinem a° —2a—3=0 ....cccocerriieerireeeeeeereeeeeeeeeee e 1 punct
Rezolvand se obtine a =—1sau a =3.Convine numai a =3, decix :% ............................. 2 puncte
b) Din conditiile de existenta deducem ca x>0.
Folosind proprietitile logaritmilor se obtine log, x* =log, (XFH6) oo 2 puncte
Rezolvand se obtine cad x=3 sau x=-2 si convine numai x=3 .......cccccceieirrirrieereeneenn. 2 puncte

2. Fie ze C un numir complex astfel incat z° +2z+4=0.
a) Demonstrati cd 7z’ este numdr real.
b) Calculati Z2016 + 2 X Z2015 + 22 X Z2014 + 23 X Z2013 +. .+ 22015 7+ 22016 .

Solutie:

a) Observim cd z #2, deci 22 +2z+4=0& (z—Z)(z2 +21+4) =07 =8 s 4 puncte
sau

Rezolvand ecuatia z° +27+4 =0, OBtNEM 2,2, wcevrrerrerrrererrireereiseeeeseesssese e s 2 puncte
Prin ridicare la cub deducem , in fieCare Caz, C& 22 =8 wouveeeeeeeeeeeeeeeeeeeee oo e 2 puncte

b) Grupand termenii céte trei si folosind 72 +2z+4=0, se deduce ci
(22016 +2. Z2015 +02. Z2014) +(23 . Z2013 +24 '22012 +25 'ZMI) +

o (27 2 22 2 2 ) 4 2P 2 DM e 3 puncte

3. Trei elevi au intrat intr-un magazin pentru a cumpdra cite ceva. Primul elev a cumpdrat 4
sandviciuri, o cand de ceai si 10 gogosi, plitind in total 16,90 lei. Al doilea elev a cumparat 3
sandviciuri, o cand de ceai si 7 gogosi, platind 12,60 lei. Cat va plati al treilea elev pentru un
sandvici, o cand de ceai si 0 gogoasa ?

Solutie:
Fie s - pretul unui sandvici, ¢ —pretul unei cesti de ceai si g -pretul unei gogosi .........ccevueeeee 1 punct



) 4s+c+10g =16,9
Din enunt avem :

) 3s+c+7g=12,6

8s+2c+20g =33,8

9s+3c+21g =37,8
Scazand ecuatiile ObtINEM S+ C4 8 =4 i 1 punct
Asadar suma platitd de cel de-al treilea elev este de 4 lei

Inmultind prima ecuatie cu 2 si pe a doua cu 3 ob‘ginem{

4. In toate patritelele 1x1ale unei table de dimensiuni 3x4 sunt scrise numere astfel incat
numerele din fiecare linie §i fiecare coloana formeaza céite o progresie aritmeticd. Stiind ca
suma celor patru numere din colturile tablei este 672, sd se determine suma numerelor de pe
tabla.

Solutie:
q 4, a4 4

Fie | b, b, b, b, |, numerele scrise pe tabld .........cccccovivieriirieieerieiereireee e 1 punct
¢ ¢ ¢ ¢

a+a,+a,+a,=2(a +a,)

AVEM { B4 b, 45, +D, =2(B4D,) et 2 puncte
¢ +c,+e,+c¢, =2(c +¢,)
Suma tuturor numerelor de pe tabld este S =2(a, +b, +¢,+a, +b, +¢,) wovvorrrrerinirinienn. 2 puncte

(al+C1)'3+(a4+C4)'3
2 2

Pe de altd parte 522[ }:3(a1+cl+a4+c4):2016 ...................... 2 puncte
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BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA A XI-A
. 1 0) . . r r .
1. Fie A= {1 sifunctia f:R >R, f(x)= det(A-A —x-Iz), unde A" - reprezinta transpusa
matricei A.

a) Demonstrati ca f(0)>0.
b) Gasiti a,b,ce R dacd f(x)=a-x*+b-x+c.
(f(—n)+f(—n+1)+...+f(n—l)+f(n)—2n—1j

¢) Calculati lim 5

n—o0 n
Solutie:
a) f(0)=det(A-A")=det(A)-det(A")= [det(A)]2 >0, sau calcul direct .....ovevevereeveeeeeeenn. 2 puncte
b) Obtine f(x)=x"=3x+1,deci @ =C=1,0=-3 oesioerrrerereeereeereeee e 3 puncte
+1)(2n+1
¢) Obtine f(—n)+...+f(n)—2n—1:2(12+22+...+n2)=n(n )3( ) N | punct
Finalizare : ii_r)g(f(_n) ai f(—n+l)+...—’:3f(n—l)+ fm) —2n—lj :§ .................................. 1 punct

2. O matrice de ordinul al doilea, avind elementele din multimea {0, 1, 2} , se numeste echilibratd

daca oricare doud elemente aflate pe aceeasi linie si aceeasi coloand sunt numere consecutive.

2 1
De exemplu A= (1 ZJ este matrice echilibrata.

a) Justificati cd matricea I, este matrice echilibrata.

b) Cate matrice echilibrate se pot construi ?
c) Justificati ca transpusa oricarei matrice echilibrate este tot o matrice echilibrata.

1 0) . . : . : o
a) I, = (0 lj si constatdm ca este formata cu elemente din multimea specificata si pe orice linie

si orice coloana sunt numere consecutive, deci este matrice echilibratd ............................. 2 puncte
b) Daca a,, =0 , atunci a,, = a,, =1 iar a,, poate fi ales Tn doud moduri , deci exista 2 matrice de
11 12 21 22

acest tip. La fel dacd a,, =2 vor exista doud matrice de acest tip ........cccceevvvvriiiiiiininnnnns 1 punct



Daca a,, =1, atunci a,, =1 iar celelalte elemente pot fi alese in cite doud moduri, deci exista 4

. : . I 0)(1 O) (1 2)(1 2
matrice de acest tip , si anume: , N R PR I 1 punct
0 1){2 1)10 1)\2 1
Finalizare : existd opt matrice echilBrate .....................ccoocoveieeiiieiiieiiesieee et 1 punct
c¢) Deoarece o matrice echilibratd are elementele de pe fiecare linie si de pe fiecare coloana
numere consecutive, rezultd ca regula se aplicd si matricei tranSpuse .......c..cecceereereennene 2 puncte

Sau prin verificarea directd a celor opt matrice anterior construite.

mx® +nx+p

3. a) Fie f:D—>R, f(x)= ,m,n,p,qe R,D cR.

xX+q
Sa se determine m,n, p,q € Rastfel incat graficul functiei f sa admita asimptotele x =2 si
y=3x—1,iar A(1,3) si fie punct al graficului.

b) Consideram f :R — R, cu proprietatea ca ‘ f(x) —sin’ Zx‘ <x* oricare ar fi xe R.

Calculati limM.
x/0 X
Solutie:
a) x =2 este asimptota verticald daca si numai dacd 2+¢ =0 si 4m+2n+p+#0, deci g=-2 (1)
................................................................................................................................................... 1 punct
A(1,3) apartine graficului lui £, rezulta (tindnd cont de relatia (1)) cd avem m+n+p=-3 (2)
................................................................................................................................................... 1 punct
Celelalte conditii
limf(x)=3(:)m—3 ............................................................................................................... 1 punct
X—>00 X
(2)
HM(f (1) =3x) = =1 n=-T= D=1 i 1 punct
b) Putem scrie —x* +sin’ 2x < f (x) < x* +5i07 22, (V) X € R v, 1 punct
.3 : .3
Se obtine —x -+ 32x -8< f(Sx) <xt+ 32x 8, (V)XER e 1 punct
8x by 8x
f(x)
Trecem la limitd , se obtine 11}13 T T8 e 1 punct
X x*
D : 0 1). 0 1
4. Se considera matricele A= si B= .
-1 0 -1 -1
a) Demonstrati cd A* =B’.
b) Determinati matricea X € M, (R) astfel incat sa avem AX + XB=1,.
0 1

¢) Verificati egalitatea AB+C+1,=0,,unde C = (O OJ si apoi demonstrati cd

(AB)" #1,, (V)n=1
Solutie:
@) OBNE A% = =15, AY S 1, oot 1 punct
Obtine B* = j S L, e 1 punct

Q=
\_/
m
-t
o
=
(e}
—
N
><j
|
Q
|
@‘Q"
N—
)
4.
<
o
|
7~ N\
|
QU
o
|
QU
N—

b) Daca X :{



c—b=1

_ a+d-b=0 00
Relatia AX + XB =1, conduce la ,deunde X =| | 2 puncte
a+d=0 1 0
—-b+c—d=1
¢) Se verificd prin calcul A AB+C+1, =0, ..ccccooiiiiiiiiiiiiiiiiiicicccece e 1 punct

Prin calcul direct, sau folosind formula binomului lui Newton, se obtine ca:

n n 1
AB) =(-1 " FL V)R 2 puncte
0 1) 7



CONCURSUL NATIONAL
DE MATEMATICA APLICATA

"ADOLF HAIMOVICI"
ETAPA JUDETEANA FACULTATEA
INSPECTORATUL SCOLAR . §
CONS C A
JUDETEAN IASI 19 martie 2016 SI MAEA&%&ITDIENQ/IUSS;E:AL
Profil tehnic

BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA A XII-A

1. Fie (G,) un grup multiplicativ cu elementul neutru e. Demonstrati ca :
a) (a'ba)’ =a'b’a ,oricare arfi a,beG.

b) Daci a,be G astfel incit a*ba’ =e si a ba” =b’, atunci a=b=e.

Solutie:
a) Avem (a'ba)’ =(a”'ba)(a'ba)(a'ba)=a -b-(a-a')-b-(a-a')-b-a=a" b -a
................................................................................................................................................ 2 puncte
b) Ridicim prima egalitate la puterea a treia i rationim ca la a) si obtinem a°b’a’ =e ...... 2 puncte
Inlocuim »* tinand cont de a doua egalitate, avem:
a’(aba™)a* =e = (aa)b(a*a’)=e = a'be=e. Deci a'b=¢ rezulti a=b (1) ... 2 puncte
Finalizare: Inlocuim in prima egalitate, obtinem a2aa” = e, deci a = e si din (1) obtinem a=b=e.
................................................................................................................................................... 1 punct
2. Fie f:R—>R, f(x)=e(cos’ x+2016)+1. Se cere:
a) Ardtaticd f(x)— f'(x)=e"sin2x+1, xeR.
b) Calculati /= [—— e »
e " +cos” x+2016
Solutie:
a) Calculeazd f'(x)=e"cos” x—€" SiN2X42016€" ....cocverererereeeeeeeeeeeeeeeeeesee s 1 punct
Finalizare: f(x)— f/(x) =€ SIN2X+1, XER. cooroioiieeieeeeeeeeeeeeeeee e 1 punct
b) Obtine [ =j ¢ sm22x+1 AX et e e 2 puncte
1+e*(cos” x+2016)
/
= I S-S (x) I J.de ................................................................................... 2 puncte
f(x) f(x)
Finalizare: = x—In|f(x)|+C = x—In[e" (cos” x+2016) + 1]+ C ...ccovvorerrrrircrcererecrreeieen 1 punct

. . 5 3 o) . .
3. Fie matricele X = = din M,(R) si
5 3 0 1

multimea G = {M(r) IM(r)=1,+rX,re R\{—%}}

a) Calculati X*, X°.



b) Ardtatica M (r)-M (s)e G, pentru orice M (r),M (s)e G.
c) Ardtati ca (G,-) este grup comutativ.
d) Rezolvati ecuatia (M (r))’ = I,+13X ,unde M(r)e G.

Solutie:

2 10 -6} ;4 3 20 -12
a)X = . G N T RPRPIN 1 punct
10 -6 20 -12

b) Avem X*=2X
M(r)-M(s)=(L,+rX)- (I, +sX)=1; +rXL, +sXI, +rsX* =L, +rX + sX +rsX’ =
=L+rX+sX+2srX =1, +(r+s+2rs)X =1, +tX, t=r+s+2rseR

Deoarece r # —%, 5 # —% = (2r+1)-(25+1)#0 , deci r+s+2rs # —% ............................ 2 puncte
¢) Asociativitatea, COMULALIVIEALEA .....vereeveerriieerieeeiteeeieeestteeeieeesteesnreesebeeessseesnseeesnseesneessases 1 punct
I, =M (0)e G , element neutru. Inversa matricei M (r) din G este M (r)y=M (- 1+r2r) eG

Deci (G,:) eSte GrUP COMULATIV ...vveeriiieeiieeeiieeiieeeieeeteesteeestteessteessteesseesssseessaeesnseessseeesseens 1 punct

d) (M ()’ =1,+@r+6r’+4r’)X ), (M (r))* =1,+13X . Deci avem 3r+6r’ +4r’ =13

QalE ettt ettt et e st sh e e e bt e e st e esbeeeeabee s 1 punct

4. Se consideri integrala nedefinitd I(x,n):I ) (2):;;’( )T dx,
x(x+1)-(x (x n

unde x€ (0,+00)sine N.
a) Calculati 7(x,0).
b) Calculati 7(x,1).

¢) Calculati I (x,n), pentru n>2.

Solutie:
2x+3
I(x,0)= d
W (0= T
Obtine 2x+3 :l- LU S + ! j 2 puncte
e D) (i 2) (1 73) 2 \x xal a2 gy r— p
. 2x+3 1 x-(x+3)
Obt dx=—-In| —————— |+ C oo 1 t
’lneJ.x-(x+1)‘(x+2)-(x+3) g 2 n[(x+1)-(x+2)} pune
2x+3 2x+3 1
b) I(x,1)= dx = dx=— +C e, 2 puncte
) 1(x1) Jx-(x+l)-(x+2)-(x+3)+1x I(szr3x+1)2 T et pa
2x+3 1 x> +3x+1
I(x,n)= dx =——=-arctg| ——— |+ C .ccverrreeeen. 2 t
9 1 (x.n) Ix.(x+1).(x+z).(x+3)+n’C mmg( i1 J panee



