OLIMPIADA DE MATEMATICA
Faza locala
Brasov, 28 februarie 2015

Clasa a XII-a

1. Fie functia f : Zg — Zg, f(x) = x°. Sa se determine submultimile nevide A ale
multimii Zg cu proprietatea f(A) = A.

Gazeta Matematica 9/2014

2. Fie (A, +, ) un inel i doud elemente fixate a, b € A cu proprietatile (a+b)? = a®+b?
si (a+0)% =a®+ b3 S4 se arate ca (a + b)™ = a™ + b", pentru orice numéar natural
nenul n.

Marin Marin

3. Determinati primitiva F': R — R a functiei f : R — R

sinx - sin (:r; — 5)

fx) = =,

e2r 4 gin’ x

pentru care F'(0) = 0.
Ioana Masca

4. Sa se calculeze

/ 2x + 5 dx
(z+1D(@+2)(z+3)(z+4)+a
unde a > 1.

Sorina Stoian

Nota. Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect valoreaza 7 puncte.
Timp de lucru 3 ore.



Clasa a XII a

1. Fie functia f : Zg — Zg, f(x) = 2°. Sd se determine submultimile nevide A ale multimii Zg

cu propm'etatea f(A) =A

(U, este grup abelian, degl x° = 1, AV z € U. Astfel, f( ) = 2®, Vz € U. Obtinem f(1) = f(4) =

F) =1, £3) = £(5) = £(8) = 85 £(0) = £(3) = £(6 )=0. (3p)

Se verifica proprietatea f(A) = A < A C f(Zy) = {0,1,8}, deci submultimile nevide cerute sunt:
8}, {0,1,8}. (

{03, {1}, {8}, {0,1}, {08}, {1.8}, 4p)

2. Fie (A, +,-) un inel si doud elemente fizate a,b € A cu proprietatile (a + b)* = a® + b? si (a +b)> =
a® +b%. Sd se arate cd (a+b)™ = a™ + b™, pentru orice numdr natural nenul n.

Solutie.

Avem

(a+0b)?=a%>+V> = ab= —ba; (1p)

A+ =(a+0b)3=(a+b)(a+b)?=(a+b)(a®+b%) =a®+a’b+ba®+b = ab®= (1p)

ab?® = abb = (—ba)b = —b(ab) = —b(—ba) = b%a; a*b = a(ab) = —a(ba) = —(ab)a = —(— ba) a’. (2p)

Astfel, au loc relatiile
(1) ab= —ba
(2) ab® =b*a = —ba® = —a?b

Demonstram prin inductie proprietatea
(3) a"b=—b"a, ¥V n e N*.

Conform (1), proprietatea este verificatd pentru n = 1.
Presupunem a"b = —b"a, pentru un numér natural nenul n. Atunci, utilizand (1) si (2), obtinem

a" b = a™(ab) = a"(—ba) = —(a"b)a = —(=b"a)a = b"a® = b" " (ba?) = —b" "1 (b%a) = —b"a.

Deci proprietatea (3) este dovedita. (2p)
Pe baza relatiei (3), se deduce (prin inductie) ca (a + b)" = a™ + 0", V n € N*. (1p)

3. Determinati primitiva F : R — R a functiei f : R — R

T o
sin z - sin (x 4)
e2r 4 sin’ x

fz) =

pentru care F(0) = 0.
Solutie.

F(zx) = dx

\[ / sin?z — s1nxcosa: \[ / ¢ 4 sin? z ., V2 [ (e*® +sin®z)
dp — Y2 [ & 750 L)
€2% 4 sin’ x €2% 4 sin’ x 4 e2r 4+ gin’ ¢

i v

= —x——l( T 4sin?z) +C, x €R. (6p)

F(0) = 0 pentru C = 0, deci primitiva ceruta este F'(z) = gx - % In(e?* +sin’z), x € R. (1p)

4. Sa se calculeze

/ 245 d
:177

(z+1)(z+2)(z+3)(z+4) +a

unde a > 1.

Solutie.

Cazul 1. Pentru a = 1, avem

(z+1)(z+2)(z+3)(z+4)+ 1= (2> +5x+4) (2> +52+6) + 1= (2 + 5z + 5)*  (2p)



si

1

T = +C, xel,

/ 22 +5 dx_/(x2+5x+5)’
(x+1D)(z+2)(x+3)(x+4)+a ) (22+5x+5)2
unde I C R\ {_5%‘/5, %‘/5} este un interval. (2p)

Cazul 2. Pentru a > 1, avem

2245245

/ 2r+5 dr = / (22 + 5z + 5) de
(z+D(z+2)(z+3)(x+4) +a N (x2+5z+5)24+a—-1
1

= arctg

22 +5x+5

a—1

va—1

+C, x €R.



