CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
"LAURENTIU PANAITOPOL”

Tulcea, 1 aprilie 2023
CLASA a 10-a — solutii
Problema 1. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia
122" + 157 +16* = 5"

Mihai Opincariu, Brad

Solutie. Cu notatia 2* = ¢, ecuatia se rescrie 12! + 15" + 16! =5 ................ 1p
care prin impartire cu 25" devine (%)t + (%)t + (%)t =572 (%) 1p
Observam ca t = 2 verifica (), ambii membri fiind egali cu 1..................... 1p
Definim functia f : (0,00) — (0, 00) prin f(t) = (%)t + (%)t + (%—g)t. Functia f este
strict descrescatoare, ca suma de functii strict descrescatoare........................ 1p

Daca t > 2 atunci f(t) < f(2) = 1.
Pe de altii parte, daci ¢ > 2, atunci t2 — 2¢ > 0 si deci 5”72 > 1 si deci (%) nu poate

AV LOC. .« oo 2p
Daca t € (0,2) se demonstreaza analog ca () nu poate avea loc. ................ 1p
Problema 2. Se considera numerele reale x1,2s,...,To003 € (0,%} astfel Incat

2023 2023

>” cos? ; = 1. Demonstrati ci minimul sumei > ctgz; este egal cu 2.

i=1 i=1

Catalin Gherghe, Bucuresti

Solutie.
Pentru orice x € (O, %) avem
oS T 2cos® x 2cos® x )
ctgxr = — = - = — > 2cos” x,
sinx  2cosxsinx sin 2z

deoarece 0 < sin2z < 1. Deci ctgz > 2cos? x pentru orice x € (0 E}.

2023 2023
Deci D0 ebgm; > 2 D3 COS2 @i =2 oot 4p
i=1 i=1
Pentru x1 = x9 = § 8l 13 = x4y = - - = Tggez = 5 avem
2023 1 2023
2 .
cos"r;==-4+=-+0+---+0=1si ctgr;=14+14+04---4+0=2.
Deci minimul sumei este egal cu 2. ... .. 3p

Problema 3. Fie multimea de numere reale:
M = {log, 3,10g54,10g, 5, . .., 1085005 2024} .

a) Demonstrati cé log, 3 < 3.
b) Demonstrati ca [a+b] = 2, pentru orice a,b € M, cu a # b. Am notat cu [z] partea
intreaga a numarului real x.



Traian Preda, Bucuresti

Solufie. a) Deoarece 3% < 25 rezultd log,3 < 2 ........... ... 1p
b) Deoarece 4* < 3* rezultil logs 4 < 3 si deci 2 < log, 3 +1logg4 < 3 + 3 = 3 de unde
rezulta [logy 3 4+ 1083 4] = 2. it 2p
Este adevarata inegalitatea log, (n + 1) > log, ;(n + 2), pentru orice numar n € N,
Tl > 2 e e 1p

Inegalitatea se demonstreaza observand mai intai ca este echivalenta cu
lg*(n 4+ 1) > lgn - lg(n + 2)

care se rescrie

lg(n+1) > /lgn -1g(n + 2).

Aplicam acum inegalitatea mediilor

lgn+1gn+2) lg(n?+2n) lg(n+1)>2

lgn -1 2 = =1 1).
Vign -lg(n +2) < 5 < g(n+1)
..................................................................................... 2p
Avem deci
In starsit, pentru orice a,b € M, cu a # b, avem
2<a+b<log,3+log;4 < 3,
adica [a+b] = 2. .. 1p

Problema 4. a) Reprezentati grafic in plan multimea punctelor de afix z € C pentru
care |z 4+ 1] < 3.
b) Ardtati cd pentru orice numér complex z € C avem |z + 1| > 2 sau [22 + 1| > 1.

Laurentiv Panaitopol

Solufie. a) Multimea punctelor de afix z € C pentru care [z + 1] < 2 este discul D cu

centrul in punctul de coordonate (—1,0) si raza % ................................... 1p
b) Presupunem ca |z + 1| < %, adica punctele cu aceste afixe se afla discul D. Demon-
SETAM €A [22 4 1] > Lot 1p

Se observa ca |22 + 1| = [(z —i)(z — (=4))| = |z —i|] - |z — (=i)| = PA- PB unde
P(z) este orice punct din discul D iar A si B sunt punctele de afixe i si respectiv —i.

Echivalent, aratam ca PA - PB > 1 ... e 1p
Minimul produsului PA- P B se realizeaza pentru puncte P aflate pe cercul C cu centrul
in punctul de coordonate (—1,0) si raza % ........................................... 1p

Acest fapt se poate demonstra considerand cercul £ care trece prin punctele A, B si
P, unde P este un punct din interiorul discului D. Fie M un punct in care acest cerc

2



intersecteaza cercul C. Exprimam aria triunghiului PAB in doua moduri si obtinem
PA - PB -sin(ZAPB) = PP’ - AB, unde PP’ este inaltimea triunghiului ABP. Este
clar ca PA-PB > MA - MB cand punctul P descrie arcul cercului £ aflat in interiorul
cercului C, deoarece unghiul ZAPB este constant. ............. ... ... ... ..., 1p

In final se arati ci PA-PB > 1 pentru orice P € C..oovaei 2p

Ultima inegalitate se poate demonstra direct revenind la calcule obisnuite cu nu-
mere complexe sau rescriind in coordonate carteziene conditia (cu notatiile de mai sus)

(PP)? 4 (AP)?)((PP')* + (BP')* > 1.

Comentariu: problema admite si o solutie pur calculatorie. Pentru astfel de abordari
se pot acorda si punctaje partiale:
Presupunem c& existd z € Ccu |z+1| < 3 6i [224+1| < 1. Dacd z =a+ibcua,b € R
cele doud conditii devin (a + 1)% + b? < % si respectiv (a? —b* + 1) +4a*?* <1 ....2p
Inegalitatile de mai sus se rescriu prin b < & — (a + 1)? (1) si respectiv
VP4 20%(a? — 1) +2a% +a* <0 (2) oot 1p
Considerdam pe (2) ca o inecuatie de gradul al 2-lea in b%. Avem A = 4(1 — 4a?) > 0
SID? > 1 =02 — V1 —4a% (3) oot 1p
Din (1) si (3) obtinem inecuatia v1 —4a? > 2a+ 22 (3) ......................... 1p
care impreund cu conditia |a| <  va conduce (dupd cateva calcule) la o contradictie 2p



