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BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA a IX-a

1. (7p) Determinati numerele reale X pentru care 2{x}2 <{x} , cu proprietatea ca cel mai apropiat intreg
de x este 3x—[x]-6{x}-1.

G.M. 6-7-8/2023
Solutie: a) Din inegalitatea 2{X}2 <{x} , echivalenta cu {X}(Z{X} —1) <0 sidin 0<{x} <1 deducem ca
0<{x}< % . Astfel obtinem x =[x]+{x} < [x]+% si rezultd [Xx] < x < [x]+% <[x]+1.
In aceste conditii cel mai apropiat intreg de x este [X] .

Ipoteza se rescrie 3x—[x]—6{x} —1=[x] < 3([x]+{x})—[x]-6{x} —1=[x] = [x]-1=3{x}.

Tinand cont de inegalitatea 0 < {x} < % , rezultd 0 <3{x} < g , deci 0<[x]-1< g :

Obtinem 1n mod necesar [X] =2, {X} = % , de unde rezulta X = %

Barem:

Deduce 0<{x}<% 2p
Demonstreaza ca [X] <X< [X] +% < [X] +1 si cel mai apropiat intreg de X este [X] . 2p
Obtine [x]-1=3{x} 1p
Finalizare [x]=2,{x} = % , de unde rezultd x = g 2p

2. (7Tp) Sa se demonstreze inegalitatea a’bc+ab’c+abc® >6abc+ab+ac+bc, pentru orice numere
reale a,b,c din intervalul [1+ \E,oo). Cand se obtine egalitate?

Dan Popescu, Suceava
Solutie: Din a>+2+1 rezultd (a—l)2 >2<>a’—2a+1>2<>a’ >2a+1. Prin inmultirea cu bc a
ultimei inegalititi obtinem a’bc>2abc+bc. In mod analog se obtin inegalitatile ab’c>2abc+ac si
abc® > 2abc+ab. Prin sumarea celor trei inegalititi se obtine inegalitatea din enunt. Egalitatea se

realizeaza daca si numai daca a=b=c=1+ J2.
Barem:

Demonstreazi a’bc > 2abc+bc si analoagele si obtine inegalitatea ceruti 6p

Egalitatea se realizeaza daca si numai daca a=b=c=1+ \E . 1p




3. (7p) Arétati ca ecuatia —+—==are o infinitate de solutii (x,y,z), cu X,y,z numere naturale

< |~

3
z

< | N

impare, distincte doua cate doua.

Anca Andrei, Suceava

3xy
2X+Yy

Solutie. Ecuatia se scrie In forma echivalenta z = . Fie d cel mai mare divizor comun al

numerelor xsi y. Atunci x=da, y=db, unde (a,b)=1, a,b numere impare. Evident ci d este si el

3ahd
b+2a’

numadr impar. Prin inlocuire obtinem cd Z =

Vom arata ca (ab, b+2a)=1. Daci ar exista un numér prim p care si dividd pe ab si pe b+2a, atunci

p divide a si p divide b, ceea ce contrazice (a,b)=1.

Din 2= e N = b+2a divide 3d, deci existd un k € N, impar, astfel incat 3d :(b+2a)-k . Prin

b+ 2a

a(b+2a)k b(b+2a)k
calcul z=kab, x=————€N, y:T

3 e N. Dacd luam k =3h, h eN,h impar si a=Db,

obtinem solutiile x=a(b+2a)h, y=b(b+2a)h, z=3habsi h eN, h impar.

Barem:
1,2.3_,. 3% 1
X Yy z X+2y

Fie d cel mai mare divizor comun al numerelor xsi y. Atunci x=da, y=db, unde (a,b)=1, 2p

a,b,d numere impare = z = 3ahd
o bare = b+2a’
i H H . . . 2p
Din z= b 22 eN = b+2a divide 3d, deci exista un k N, impar, astfel incat
b+2a)k b(b+2a)k
3d=(b+2a).k.Prin calcul z=kab, XZMEN’ y:%eN.
k=3h, h eN,h impar, a=b, avem solutiile X=a(b+2a)h, y=b(b+2a)h, ~ —3nab 2

Solutie alternativa:
Observam cd, daca (X, Y,z) este o solutie, atunci (hx,hy,hz),he N" reprezintd, de asemenea, solutii

. 1 2 3 . : .
ale ecuatiei date. Deoarece §+E=§’ rezultd ca tripletul (5,15,9) este o solutie care satisface

cerintele si atunci toate tripletele de forma (5h,15h,9h),heN, cu h impar sunt solutii care verifica

cerintele, ceea ce incheie demonstratia.



Barem solutie alternativa:

Determinarea unei solutii particulare, de exemplu (5,15,9) 3p

Determinarea unui numdr infinit de solutii, cum ar fi (5h,15h,9h),h e N,cu h impar 4p

4. (7p) Fie ABCD un paralelogram si punctele M e(AB),Ne(BC),Pe(DC) astfel incat

AM = éﬁ,ﬁ = gﬁ si DP = %R Aratati ca centrul de greutate al triunghiului MNP se afla pe

dreapta AC.
Supliment G.M. 11/2023
Solutie. Fie O centrul paralelogramului ABCD. Avem urmatoarele relatii:

AM =2 AB & OM —OA = (OB ~0A) <> OM = ~0A+20B (1)

3 3 33

— B - 5 - 1 5__

BN:—BC<:>ON—OB:—(OC—OB)<:>ON:—OB+—OC )
6 6 6 6

DF =2DC 0P -0D - £(0C-0B) < 0P =20C+205 (3)

Daca G centrul de greutate al triunghiului MNP, din relatia lui Leibniz si relatiile (1), (2) si (3)
obtinem:
2

30G = OM +ON +OP = ~OA+ 2 0B + - OB +20C + - OC + 0D = - OA+ 2 0B + OC + 0D =
3 3 6 6 6 6 3 6 6
:%070\+@:%OTA—OTA:—§OTA. De aici deduce cd vectorii OG si OA sunt coliniari, echivalent cu

faptul ca punctele O, G, A sunt coliniare. Deoarece O,C, A sunt coliniare, obtinem G e AC.
Barem:

Deduce relatiile (1), (2) s1 (3) 3p

Obtine 30G = —%Cﬁ\ 3p

Finalizare G e AC 1p

Nota: Orice alta solutie corecta se va puncta corespunzator.



