CONCURSUL NATIONAL
DE MATEMATICA APLICATA

"ADOLF HAIMOVICI"
ETAPA JUDETEANA FACULTATEA
INSP%%T)%I;%TA%E;:IOLAR 9 martie 2013 CONSTRUCTII DE MASINI

SI MANAGEMENT INDUSTRIAL

Profil real, specializarea stiintele naturii

CLASA A IX-A

1. Pe latura [BC] a triunghiului ABC considerdm punctele D, E, F, in aceastd ordine, astfel incat
BD =2DE si CF=2FE. Daci M € AB si N € AC sunt astfel incit AE N MD N NF = {0},
aratati cd dreptele MN si BC sunt paralele.

2. Fie punctele coliniare A, B, C, D astfel incat AB = BC = CD. Un mobil parcurge distantele AB,
BC, CD cu vitezele constante v,, v,, respectiv v, , diferite Intre ele. Un al doilea mobil parcurge
distanta AD cu viteza constantd v, care este media aritmetica a vitezelor v,, v, si v,. Aratati ca

timpul necesar parcurgerii segmentului AD este mai mare pentru primul mobil decat pentru cel
de-al doilea.

3. Determinati functia f : N* — N* pentru care f(2) =3 si care verifica relatia:
1 1 1 n
+ +..+ =
f()-f(2) £(2)-f(3) f(n)-f(n+1) f(n+1)

, pentru orice ne N*.

Gazeta Matematica (Supliment)

4. Triunghiul ABC este inscris in cercul de centru O, are ortocentrul H si centrul de greutate G. Fie
A’, B’, C’ punctele diametral opuse punctelor A, B, C in cercul circumscris triunghiului. Daca
AA’B’C’ are ortocentrul H” si centrul de greutate G’, aratati ca punctul O este mijloc si pentru
segmentul [HH'] si pentru segmentul [GG].

Nota: Timp de lucru 4 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0la 7.
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CLASA A X-A

1. Considerdm functia f : R — R cu proprietatea cd f (f (x))=2f (x)+1, VxeR.

a) Aflati punctele de pe graficul functiei care au abscisa egald cu ordonata.
b) Determinati functiile bijective cu proprietatea data.

2. FieneN’ si numerele reale a, b, Xy, X, ..., X, din intervalul (0, 1), astfel incat:

b" < X;- Xp' ... - X, Demonstrati ca (Iog,b)" = log.x; - 10g.Xz - ... - log.x,, .
Gazeta Matematica

.o -2
3. a)DacazeC, demonstrati ca 2’ +7 < 2|z|2.
b) Fie a, b, c, d patru numere complexe astfel incat:
—2 2 -2 2 =2 2 . —2 2
a’+b :2|c| ,bi+c = 2|d| ,ci+d :2|a| si d*+a =2|b| .

Demonstrati ca exista €;, €, €, €4 € {-1, 1} pentru care €;-a + &b + €3.c + £-:d =0.

4. Pe tastatura unui telefon celular, cifrele 1, 2, ..., 9 sunt aranjate in cele noud
casute ale unui patrat 3x3. Plecind de la o cifrd oarecare de pe tastatura, | 1 | 2 | 3
Lucian-Georges formeazd numere de cinci cifre nenule, astfel incat casuta 516
fiecarei cifre a numarului (incepand cu cea de-a doua) sa aibd un singur varfin | 7 | 8 | 9

comun cu casuta cifrei precedente a numarului; el poate reveni de mai multe
ori la aceeasi cifra.

a) Cate numere care sa contind atat cifre pare, ct si cifre impare, se pot forma?
b) Cate numere care contin numai cifre pare se pot forma?

c) Cate numere care contin numai cifre impare se pot forma?

Nota: Timp de lucru 4 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0la 7.
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CLASA A XI-A

1

1. Dacd ne N, calculati lim(wjx )

x—0 n

Gazeta Matematica (Supliment)

2. Catalin, membru in Armata Ultra, doreste sa ofere fiecarui suporter al echipei Steaua prezent la
un meci desfasurat pe Arena Nationald (care are 60000 locuri si este, desigur, plind) cite un
banner matriceal avand forma din figura 1. Catalin intentioneazd sa coloreze fiecare dintre cele
16 patratele din matrice fie cu rosu, fie cu albastru.

a) Poate sd ofere Catdlin fiecarui suporter din
stadion cate un banner colorat in mod diferit?

b) Care este numarul maxim de bannere distincte
care pot fi colorate simetric in raport cu diagonala
principala? (un exemplu de banner simetric in raport

) cu diagonala principald este prezentat in figura nr. 2). ]
Figura 1 Figura 2

3. a) Gasiti o matrice Ae M(Z) astfel incat, dacd impartim numarul detA la 4, obtinem restul 1.

b) Indicati o matrice Be M3(Z) cu proprietatea ca detB se divide cu 4.

2011 2013 2015
c) Fie T=| 2013 2009 2013 |. Aflati restul impartirii prin 4 a numérului detT.
2017 2013 2019

4. Fie f : R — R o functie cu proprietatea ci f(x + y) = f(x) + f(y), Vx, y € R. Demonstrati ca

functia f este strict crescatoare dacd si numai dacd limf (x)=+oo .

X—>00

Nota: Timp de lucru 4 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0la 7.
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CLASA A XII-A

1. Pe multimea M = {Poli Iasi, Steaua, Otelul, Rapid, UTA} definim legea de compozitie * astfel:

* Poli [agi | Steaua Otelul Rapid UTA
Poli Iasi | Polilasi | Steaua | Steaua Steaua | Poli lasi
Steaua Steaua Steaua Steaua Steaua Steaua
Otelul Poli Iasi | Steaua | Polilasi | Poli lasi Otelul
Rapid Otelul Steaua Otelul | Poli lasi Rapid
UTA Poli [asi | Steaua Otelul Rapid UTA

a) Precizati daca legea * admite element neutru si in caz ca exista, identificati-1 .

b) Spunem cé elementul d € M este element destroyer daca d*x = x*d = d, Vxe M.

Admite legea de compozitie descrisd mai sus element destroyer?

¢) Pe multimea M data mai sus, cite legi de compozitie se pot defini (numarand-o si pe cea deja
definitd)? Cate dintre acestea sunt comutative ?

2. Pe multimea numerelor intregi Z, considerdm legea de compozitie * definitd prin:

X ¥y =5xy + 5x + 5y + 4, Vx, ye Z.
a) Justificati asociativitatea legii *.
b) Cercetati existenta elementului neutru.
¢) Calculati ultimele 2000 cifre ale numarului 1*2%3%4* . * 2012*2013.

2013 1006
X +X

3. Determinati primitivele functiei f :(0,00) - R,f (x)=
(X1007 + 2

)2()13 :

4. Fie f: [0,1] — R o functie care admite primitive si F o primitiva a sa cu F(1) = 0. Aratati ca
exista ce (0, 1) astfel incat (c + 1)F(c) + cf(c) = 0.
Gazeta Matematica (Supliment)

Nota: Timp de lucru 4 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0la 7.



