Concursul Interjudetean de Matematica ,,Teodor Topan”, Editia a XV-a
Simleu Silvaniei, 17 decembrie 2022

Clasa a VIII-a

1) Aflati numerele prime p, ¢ pentru care numarul p? + ¢ + 3pq este patrat perfect.

Mihaela Berindeanu, Supliment Gazeta Matematicd nr. 9/2022, problema S:E22.232

Solutie si barem de corectare

Daca p si ¢ sunt numere cu proprietatea din enunt, fie n € N astfel incat p?+¢%>+3pg =
n?. Atunci (p+q)?2 +pg=n?decipg=n® —(p+q¢)?=Mn—-p—q)n+p+gq). ...2p
Asadar n + p + ¢ este un divizor al lui pq. Deoarece singurii divizori naturali ai lui pg
sunt 1,p,q,pq, iar n+p+q > psin+p—+q > q, deducem ca n+ p+ q¢ = pq, deci

TL— D — G = L 2p
Obtinem pg — 1 = 2p + 2q, care se scrie (p —2)(q —2) =5. oevriiiiiiiiiinain .. 2p
Cum p,q > 2, singura posibilitate este {p — 2,q — 2} = {1,5}, adica {p,q} = {3,7},
numere care verifica intr-adevar toate conditiile din enunt. ......... ... .. ... L 1p

2) Fie A, B,C, D patru puncte in spatiu.
a) Daca AB = BC = CD = DA, rezulta ca ABCD este romb?
b) Daca AB | BC, BC L CD,CD 1L DA si DA 1 AB, rezulta ca ABCD este drep-

tunghi?

Solutie
a) Nu rezulta. De exemplu, se pot considera doua triunghiuri isoscele congruente, cu
baza comuna, situate in plane diferite.



D,

B C

b) DA. Evident, daca punctele sunt coplanare atunci ABCD ar fi dreptunghi. In
continuare vom demonstra cid intr-adevar, daci AB | BC, BC 1. CD, CD 1 DA si
DA 1 AB atunci punctele A, B, C, D sunt coplanare.

In caz contrar, notand cu D; proiectia lui D pe planul (ABC) rezulta ca dreapta
AB este perpendiculara pe planul (DAD;) (este perpendiculara pe AD si pe DDy),
deci AB | DA sila fel BC 1 D1C si cum AB | BC, ABCD; este dreptunghi.
Acum putem ajunge usor la o contradictie: in triedrul tridreptunghic D1 DAC avem
DA? + DC? = DD? + AD? + DD? + D1C? = AD? + CD? + 2DD? = AC? + 2DD?,
deci C'D nu este perpendiculara pe DA, in contradictie cu ipoteza. Contradictia la care
am ajuns provine din faptul ca am presupus ca punctele A, B,C, D nu sunt coplanare.
Asadar A, B,C, D sunt coplanare, ceea ce ne-am propus sa aratam.

Alta solutie pentru b)

b) Da, rezultd. Fie a planul care trece prin C si e perpendicular pe BC si § planul
perpendicular in A pe AB. Deoarece AB || «, BC || g si AB L BC, cele doua
plane sunt perpendiculare gi se taie dupa o dreapta d. Din AB 1 8 i d C B rezulta
AB 1 d. Analog rezulta BC L d, deci d L (ABC). Punctul D trebuie sa se afle pe
d si sa verifice, n plus, ca ADC = 90°. Fie D; intersectia dintre d si (ABC). Atunci
AC? = AD*+ DC? = AD?+ D1D?+ CD?+ D1D? = AC?+2DD3?, deci D = Dy, adica
D e al patrulea varf al dreptunghiului.

Barem de corectare

2 2p
b) Considera punctul D; pentru care ABC' Dy este dreptunghi. .................... 1p
Aratd cad DDy L (ABC). oo 2p

Foloseste teorema lui Pitagora si ipoteza pentru a arataca Dy =D. ............... 2p



3) a) Demonstrati ca pentru orice n € N, n > 2 are loc inegalitatea

(2n)! (2(n+1))!
m+1D(n+2)! " (n+2)!-(n+3)

b) Aflati numerele naturale nenule n cu proprietatea (n + 1)!- (n + 2)! = (2n)!.
Andrei Eckstein

Solutie si barem de corectare

a) Inegalitatea de demonstrat se scrie

(2n)! - 2n)!-2n+1)-(2n+2)
m+1D)-n+2) " (n+1)-(n+2)-(n+2)!-(n+3)’

adicad (n + 2)(n + 3) < (2n + 1)(2n + 2). Ultima inegalitate rezulta din inmultirea ine-
galitatilor n +2 < 2n+ 1 gi n 4+ 3 < 2n + 2, adevarate pentru orice n > 2.
Alternativ, se pot face calculele; inegalitatea revine la n? + 5n + 6 < 4n? + 6n + 2, adici

la 4 < n? + n, inegalitate evidenta pentru orice n > 2. ........... .. ... 2p
b) Prin calcul direct se constatda ca pentru n € {1,2,3,4} nu avem egalitate, dar pen-
tru n = 5 avem. Intr-adevar, 6! - 7! = 10! este echivalenta cu 6! = 8 -9 - 10, adica
1:2:3:4-5:-6=T20=8-9-10. ..oirririit e 1p
10!
Folosind inegalitatea de la a), pe rand, pentru n = 5,6,7,... constatam ca 1 = 6 <
11! 12! o
gl S g <o cecace arata ca pentru n > 5 vom avea (n+ 1)!- (n+2)! < (2n)!,
prin urmare n = 5 este singura solutie a ecuatiel. ...................ciiiiiiiiiii.. 4p

4) Se considera patrulaterul convex ABC'D. Notam cu O punctul de intersectie a dia-
gonalelor si cu S(ABC), S(ADC) respectiv ariile triunghiurilor ABC gi ADC.
a) Demonstrati ca O este mijlocul lui [BD] daca si numai daca S(ABC) = S(ADC).
b) Fie

“AB T CD

Demonstrati ca daca mijlocul unuia dintre segmentele multimii M apartine diagonalei
[AC], atunci mijlocul oricarui segment din multimea M apartine diagonalei [AC].

Dorel Mihet

M:{[PQ])Pe(AB], Q € (CD] 'AP—CQ}.

Solutie si barem de corectare

a) Triunghiurile ABC si ADC au latura [AC] comuna, deci S(ABC) = S(ADC)
daca si numai daca inaltimile corespunzatoare acestei laturi sunt egale, adica daca si
numai dacd BB} = DD; unde Bj si D; sunt proiectiile punctelor B si D pe AC.
Insi BB, = DDy & ADOD; = ABOB, & DO = BO (daca By # D), iar daca
B; = Dy (= O) atunci evident BB; = DDy < BO=DO. .............ccoiiin... 2p



C

b) Un element special al multimii M este diagonala [BD]. Punctul comun al diago-
nalelor [BD] si [AC] este O, deci mijlocul lui [BD] apartine diagonalei [AC] daca si
numai daca O este mijlocul lui [BD] deci, conform punctului a), daca si numai daca
S(ABC) = S(ADC). In continuare vom demonstra ci toate segmentele din M au
aceastd proprietate, adica punctul de intersectie dintre un segment arbitrar din M
si diagonala [AC] este mijlocul acestui segment daca si numai daca are loc egalitatea
S(ABC) = S(ADC).

Intr-adevir, fie [PQ] un segment din M si M punctul de intersectie dintre [PQ] si
diagonala [AC]. Aplicand rezultatul de la a) patrulaterului APCQ) rezulta ca M este
mijlocul lui [PQ)] daca si numai daca S(APC) = S(AQC). ..., 2p
Ins& din egalitatile:

S(APC) AP (CQ  S(AQQC)

S(ABC) AB CD S(ADC)
rezulta ca S(APC) = S(AQC) daca si numai daca S(ABC) = S(ADC). ........... 2p

Acum concluzia problemei rezultd imediat: dacad mijlocul unui segment oarecare
din M apartine diagonalei [AC]| atunci S(ABC) = S(ADC), deci intersectia dintre un
segment arbitrar [PQ] € M si [AC] este mijlocul M al lui [PQ]. ................... 1p



