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CLASA AVII- A

Problema 1. Aflati numerele naturale nenule n, astfel incat vnl+3 €Q, unde n!=1-2-...-n.

Problema 2. Trei copii se joacd cu numere, in 2017 pasi, astfel: la pasul 1 fiecare dintre ei are in
mAna un cartonas pe care este scris un numar rational pozitiv care nu este numar natural si astfel incat
suma numerelor de pe cele trei cartonase sa fie numar natural. La pasul & fiecare dintre ei isi pune
cartonasul la spate si-1 inlocuieste cu un altul pe care este scris numarul ce reprezintd suma numerelor

celorlalti doi, de la pasul k -1, unde 2 <k <2017 . Demonstrati ca:

a) la fiecare pas, suma numerelor aflate pe cartonasele din mainile lor este numar natural;
b) la fiecare pas, numarul aflat pe cartonasul din mana fiecarui copil nu este natural;
¢) la pasul 2017, suma tuturor numerelor aflate pe cartonasele din spatele fiecdrui jucétor este

aceeasi, un numar natural divizibil cu 17.

. ) B
Problema 3. In patratul ABCD se ia punctul ME(BC), astfel incat B—AC/{:% . Dreapta DM

oM

intersecteaza pe AC 1n Q si prelungirea lui (AB) in P. Aflati valoarea raportului T

Problema 4. Romburile ABCD si DEFG au un singur punct comun, (4B)=(DE), £ABC = £DEF ,

iar punctele B, D si F sunt coliniare. Demonstrati ca:

a) m(£ADG)=90";
b) mijlocul segmentului [BF] este punctul L, unde {L} = AENCG ;

¢) BF<2yJ2-4B.

Timp de lucru 3 ore.

Fiecare problemad este notatd cu 7 puncte.
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CLASA A VII- A

Problema 1. Aflati numerele naturale nenule n, astfel incat vn!+3 €Q, unde n!=1-2-...-n.

Solutie si barem:

Pentru n=1, se obtine T3S = 8= DB 1urarsmmmenns s s s 52 vommmmre 32 roe e+ o+ s s s S emromn o« w505 st 1p
Pentru n=3, se obtine 12343209 23€Q i 1p
Pentru n=2.4.5, se obtine Jnl+3 ¢ (O PP 1p
Pentru n>0, se obtine Jnl3 = \/3(1-2-4~5-6-...n+ LY 4o omwasmon v v 0 oo o 510 s 3 5 s 6 § 3 38055 2p

1:2-4-5-6-..n+1e M, +1, deci 3(1-2-4-5-6-...n+1) este multiplu de 3 fara a fi multiplu de 9, si nu

este pitrat perfect, asadarvrMH3 € Q . ovviiniiiiiiini 2p

Problema 2. Trei copii se joacd cu numere, in 2017 pasi, astfel: la pasul 1 fiecare dintre ei
are in mana un cartonas pe care este scris un numar rational pozitiv care nu este numar natural si astfel
incat suma numerelor de pe cele trei cartonase sd fie numar natural. La pasul k fiecare dintre ei isi
pune cartonasul la spate si-l inlocuieste cu un altul pe care este scris numarul ce reprezintd suma

numerelor celorlalti doi, de la pasul k-1, unde 2 <k <2017 . Demonstrati ca:

a) la fiecare pas, suma numerelor aflate pe cartonasele din minile lor este numar natural;

b) la fiecare pas, numarul aflat pe cartonasul din ména fiecarui copil nu este natural;

¢) la pasul 2017, suma tuturor numerelor aflate pe cartonasele din spatele fiecarui jucator este
aceeasi, un numar natural divizibil cu 17.

Claudiu-Stefan Popa

Solutie §i barem:
a) Notam cu ay;, b; si ¢; numerele rationale pozitive care nu sunt numere rationale aflate pe
cartonasele tinute in méana de cei trei copii.a) +b; +¢; =seN

Lapasulz, a2:bl+clﬁ b2=611+c], 62:a1+bl Sl (25 +b2 +62:2-(a1+b1+cl):2S€N
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Lapasul k, 2<k<2017,

ay +bk+ck =2-(ak,l+bk_1+ck_1)=22-(ak_2 +b/€—2 +Ck~2): ...... :2k_1-seN ........................ lp

b) Sa presupunem, prin reducere la absurd, cd a,eN< b +ceN; prin urmare
ay+(b +¢;)=s&N, ceea ce este fals. Riméne cd a, ¢ N. Similar se aratd ci b,si c, nu sunt
NUMETE NATUTALE. ..ot e 1p
Sa presupunem, prin reducere la absurd, ca ay e N < b, +¢, e N> ay +(by +¢,) =275 N
ceea ce este fals. Ramane ca a3 ¢ N g1, la fel, 5551 ¢; nu sunt numere naturale.

Mai departe, pas cu pas, se aratd, la fel, cd a ,b; s1 ¢, nu sunt numere naturale, 2 <k <2017

c) La pasul 2017, la spatele unui copil se afld cartonasele cu numerele a;,a,,....,a,,4 » 10 Spatele

altuia cele cu numerele b;,b,,....hy S1 In spatele celui de-al treilea cele cu numerele
C1,C25--,C2016 -
(al +a2)+(a3 +a4)+....+(a2015 +a2016):(b1 +b2)+(b3 +b4)+...+(b2015 +b2016):

(Cl +Cz)+(C3 +C4)+...+(C2015 +C2016):(a1 +b1 +Cl)+(a3 +b3 +C3)+...+((12015 +b2015 +C2015):

S-<l+22+24+...+22014)=s-(1+4+42+...+41007) ................................................... 1p
4k+4k+l+4k+2+4k+3=4k-(1+4+42+43)=4k-85517 ................................................ 1p
(1+4+42+43>+(44+45+46+47)+...+(41004+41005+41006+41007)517 ................................... 1p
Problema 3. In patratul ABCD se ia punctul ME(BC), astfel incat %:% . Dreapta DM
oM

intersecteazd pe AC in Q si prelungirea lui (AB) in P. Aflati valoarea raportului 5

Marius Farcas

Solutie si barem:

. BP  BM MP 1 1
Din BM||AD rezulti A PBM~APAD deci:— =——=——=—_.Rezultda MP=—DP ............. 1p
PA DA DP 4 4
. BP 1 . o . 4
Din — = —, folosind proportii derivate se obtine AP =—AB ........c.ccooiiiiiiiiiiii 2p
AP 4 3
. OD DC c . . D AB 3
Din DC|| AP rezulta A QDC~ A QPA deci: 0 = = 0 si obtinem ob =—_QD=— DP....2p
QP AP QA op 4 AB
3
2
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QM=DP-DQ-MP=DP- L DP-> DP=—DP. in final, Y e 2p
4 7 28 Dp 28

Problema 4. . Romburile ABCD si DEFG au un singur punct comun, (4B)=(DE), £4BC = £DEF

iar punctele B, D si F sunt coliniare. Demonstrati ¢a:

a) m(£4DG)=90";
b) mijlocul segmentului [BF] este punctul L, unde {L}=AENCG ;
¢) BF<2J2-4B.

Claudiu-Stefan Popa

Solutie si barem:

G

a) ABCD si DEFG romburi, £4BC = £DEF , £ABC = XADC si £DEF, XGDE sunt unghiuri

-

suplementare = £A4DC, XGDE sunt unghiuri suplementare.........................ccoieeiieiiiiiiiiii 1p

In romburi diagonalele sunt continute in bisectoarele unghiurilor lor, deci £4DB=£CDB si
£GDF = £EDF . Prin urmare m(£4DG)=180" —[ m(£ADB)+m(£LGDF)]|=180" -
m(&ADC) i m(ACGDE) 180°

=180 — =007 e, 1
2 2 2 ¥

b)La fel cala a), m(LCDE)=90". m(LADE)=m(£ADG)+m(£GDE)=90" + m(£GDE) . Similar
m(£CDG)=90" + m(LGDE)=> £ADE = XCDG .
AD = DE =CD = DG =aDAE =aDCG(LUL) = £DAE = £DGC ; ins& AD L DG = AE L CG (am

PIESUPUS AC > BD ).ttt e e e e e e e 1p
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AC L BF si EG L BF = AC|| EG, deci ACEG trapez. Din congruenta triunghiurilor dreptunghice
isoscele ADG si CDE rezultda AG = CE, deci ACEG este trapez

isoscel. s ACG =aCAE(LUL) = £ACG = £CAE =aLAC isoscel =aLEG isoscel. Daca notam cu O,
respectiv O, intersectiile diagonalelor romburilor ABCD, respectiv DEFG, cum LO;, LO, sunt
mediane in triunghiurile LAC, respectiv LEG, ele sunt si Tndltimi, deci LO, L AC, LO, 1 EG. Insa

AC||EG= Oy, L, Oy coliniare, deCIL € BF ........ouiiuiiiiii it 1p

In triunghiurile LAC si LEG, dreptunghice in L avem LO, = % , respectiv LO, = % , deci

LB=L0O,+0OB= A_2C + % =24 4 i % = L este mijlocul segmentului BF....................... 1p

2 2

Aupep | Aapc 2
¢) Aycec =2 Aypg + Aucp + Aepc =2 Aypc + AgDJF AgDzz'AADG'i'AABCD:AB + Aypcp S

. 0,0, -(AC +GE 2 (BF
Tnsd A gy =——2 ( ):(BD+DFj :(

2 BF 2
—j .Deci, | =— | <2-4B*> = BF <22 4B
9 9 2 2

Obs. Solutia de mai sus, pentru b), presupune cd cele doud romburi nu sunt si patrate. Pentru cazul
particular in care cele doud romburi sunt patrate, cele trei cerinte sunt aproape evidente. Concurentul

care trateaza doar acest caz, primeste 1p.

Nota: Orice altd solutie corectd sau demers de rezolvare corect se va puncta corespunzdtor.
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