OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
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SUCEAVA, 15 februarie 2015
BAREM DE CORECTARE SI NOTARE-CLASA a X-a

1. a) (3p) Si se arate ca pentru orice numere reale a,b cu a+b >0 are loc inegalitatea 4(a3 +b’ ) > (a + b)3 .
b) (4p) Numerele reale pozitive x, y satisfac relatia x + y =33/x +1+33/y +3. Determinati valoarea maxima a
sumei x + y.

lon Bursuc, Suceava
Solutie. a) Inegalitatea este echivalenta cu:

4a’ +4b* > a* +b* +3ab(a+b) < a® +b* > ab(a+b) < (a+b)(a-b) >0, adevarat.

b) Dacd notim Yx+1=a si 3/y+3=b= x=a’ -1 siy=»’-3. Egalitatea din enunt devine:

)
@ +b=3a+b)+4 =4(a’ +b’)=12(a+b)+16>(a+b)’ = (a+b) —12(a+b)—-16<0
4:>(a+b—4)(a+b+2)2 <0 a+b<d =>x+y=ad’+b —4=3(a+b)<12= x+y<12. In concluzie,

valoarea maxima a sumei x+ y este 12. Maximul se atinge pentru a =b =2, adicix=7,y=5.
Barem.

a) Demonstratia inegalitatii 3p
b) Demonstreazd x+ y <12 3p
Finalizare valoarea maxima a sumei x+y este 12 pentru x=7,y=35 Ip

3
2. Dacid a,b,c €(1,+%), sd se demonstreze: log ..a+log, ,.b+log ,.c> 5
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Solutie. Inegalitatea se rescrie Zl 211gz 51 > % @Z% %, unde am notat
ga+2lghb+2lgc X+2y+2z

x=1ga,y=I1gb,z=I1gc. Aplicand inegalitatea CBS obtinem:

Z X =Z x2 S (x+y+z)

X+2y+2z X 4+2yx+2zx X+ Y+ +dxy+4yz+dzx

2
(x+y+z) Z§<:>
X'+ 4+ +dxy+4yz+4zx 5

In acest caz este suficient s demonstram

5% +5y* +522 +10xy +10xz +10yz > 3x° +3y> + 32" + 12xy + 12x2 + 12yz &

= (x - y)2 + ( y— 2)2 + (z - x)2 >0, inegalitate adevarata pentru orice numere reale x,y,z.

Egalitatea se realizeaza pentru a =b =c.

Barem.

. . 1
Rescrie inegalitatea Z £a 2 3 @Z; > E, 3p
lga+2lgh+2lge 5 xX+2y+2z 5

Aplica CBS 2p

Finalizare 2p

3. Fie functia f:R >R, f(x)=x+log, (1 + 3)‘). Si se arate ci:
a) (5p) Functia f'este inversabila si /™' (x)< f(x),VxeR.
b) (2p) f(n)eR\Q,VneN".

*ekk

Solutie. Demonstram ca pentru orice numar real y, ecuatia f (x) =y are solutie unica x € R.
f(x) =y < x+log, (1 + 3") =y < log, (3’ (1 +3" )) =y 3 (1 + 3") =3", ecuatie reductibila la o ecuatie de

—1++1+4-3"

gradul al doilea cu solutia unicd x =log, [ 5

J . Deci functia f'este functie bijectiva, in consecinta

si inversabild. Observam ca f este suma de functii strict crescatoare, deci este functie strict crescatoare.



In acest caz functia inversa este strict crescitoare. Avem:
log, (1 +3X) >0= f(x)>x= [ (f(x)) > f(x)=x> /7 (x),VxeR, de unde se obtine concluzia.

b) Presupunem, prin reducere la absurd, ca exista cel putin un numar natural nenul » astfel incat f (n) eQ,

deci existd p,qeN" astfel incat log,(1+3")= LAPIN (1+3")" =37 =3/1+3", absurd.

q
Barem.
a) Demonstreaza ca f este functie inversabild 3p
Aratd f7'(x)< f(x),VxeR. 2p
b) Demonstreaza cerinta 2p

4. Fie a,b,c numere complexe distincte doua cate doud, avand acelasi modul. Sa se arate ca punctele de

afixe a,b,c sunt varfurile unui triunghi echilateral dacé si numai dacd @’ (b—c)+b*(c—a)+c’(a—b)=0.
ek

Solutie. Consideram punctele A, B si C de afixe a, b, respectiv ¢. Deoarece |a| =|b| =|c|, rezultd ca centrul

cercului circumscris triunghiului ABC este O, originea sistemului de coordonate. In acest caz afixul
ortocentrului este 4 =a+ b+ c. Relatia din enunt este echivalenta cu:

(a3b—b3a)+(b3c—a3c)+c3(a—b)zO@(a—b)(ab(a+b)—c(a2 +ab+b2)+c3)=0c>
(a—b)(azb—azc+ab2 —abc+¢’ —cbz)=0<:>(a—b)(b—c)(a2 +ab—cb—cz)=0<:>

(a=b)(b-c)(a—c)(a+b+c)=0<(a+b+c)=0< O=H <aA4BC echilateral.
Barem

Centrul cercului circumscris are afix 0 Ip
h=a+b+c. Ip
Demonstreaza echivalenta 5p

Nota: Orice alta solutie corecta se va puncta corespunzator.



