MINISTERUL EDUCATIEI (/1 CERCETARII
COLEGIUL NALIONAL “AL. I. CUZA”
Olimpiada Nationala de Matematica

Etapa locala -februarie 2013

Clasa a XII-a, M1

1. Fie multimea M = a b /a,bel t.
’ 7b a

a) Demonstrati ca (M,-)este monoid;

b) Demonstrati ca M are o infinitate de elemente inversabile.

2. Determinati primitivele functiilor:
1

:1+\/§+\/x+1’
in X +2cos X
b) g:(o,gjﬁu,gm—u.

2sin X+ cos X

a) f:(0,0)>0, f(x)

3. Se dau functiile f,F:0 — 0 . Stiind ca F este o primitiva a lui f,
demonstrati ca f este functie impard daca si numai daca F este functie

para.

4. Fie A(+,0uninel si a,be Acu proprietatea ca a’*+b* =ab. Sa se arate

cd (ab)’ =b%a® si (ba)’ =a’h.



Clasa a XII-a, M1

Bareme
1. a) Se verificd axiomele monoidului...........ceceevveviiiiiniininicnicneeen, 3p
8 3
b) Cum A=(7 ; 8]6M,atunci A"eM,Vnel ..vevcvveeen. 2p

Multimea {A” /nell } c M este infinitd, deducem ca M este infinita...2p

2. a)
SRR JRa (o T PEEY IPRLY MY RS2
1+ VX +/x+1 24/x 27 Ux 2 29 Ux? +x
FINALIZATE ...t e e e e e e e e e e e e e e e e e eaeeeeeeeeeaeaaaaaeaaaaaes
2p
b) Fie A= [ _smX dx,B=[-— " g COSX__ .
281in X + cos X 281n X + cos X
2A+B=[ldx=x+C .......... 1p
Pe de alta parte,
—A+2B =In(28InX+C0SX)+C oo, Ip
FINALIZATE ... e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e aaaeeeeas
Ap

3. (&)F para,
F(-x)=F(x)=-F (-x)=F (x)=>—-f(-x)=f (x)=f
impara.........cceeu..... 3p

(=) fimpara,

f(—x)=—f (x)=(F(-x)~F(x)) =0,vxel =3cel al.F(-x)-F(x)=c

s

din X=0=c=0, ceea ce incheie problema..............ccceeeurrrriirrirriiirirrreeeenn 4p
4. Din a+b?=abh = & +ab’=a’h si a’b+b’ =ab’

de unde, prin adunare, se obtine QD =00, 2p

Tot a>+b’>=ab— a +a’b’=a’hb si a’b’ =-a*-b* ()

a’+b’=ab = b(a’+b’)a=bhaba = ba’+ab’=(ba) ()

a’+b’=0 = ba'+ab’=-b'-a’(3



...3p
................ -
....... 2 i
....... - |
-
) =ah’ ;+b4+azb
ba 2=a
o ( 2+b2)
(2) si( b)zz(a
in (1), .
o arte,
Ita p
de a
Pe

2p
2

=b’a

(ab)’ =
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SUBIECTUL |
Fie f: [0,1] = [0, 2 continua si crescatoare.

Sa se demonstreze ca:

soms |, Feoas [x xoyan < o [ ooas

2013

SUBIECTUL lI
a)Sa se demonstreze ca

1 =
arctg x + arctg — = gﬁ':r"x =0
X

b) Sa se calculeze

*lx+ Darcty x
szl( ) gx

= vz +1

SUBIECTUL I

Sa se calculeze:

sk L
4

*  ltainx tooadx
G.M.Nr.4 2011

SUBIECTUL IV

(z+wilite)®

FeG=({—1—al+al,a=0six*y= vt

T ve G,

a) Sa se demonstreze ca [ G,*] este grup abelian

ite (220N I s |
b) Dacaa = sa se calculeze ——— -
2013 o

Subiecte prelucrate de Prof. Centa Ravas



BAREM CLASA a Xll-a MATE - INFO.

SUBIECTUL |

(v)x € [0,1] avem x?M3 < x2M2 « £ 2M1 gagi

F(x*) < F(x*2) < F(x*™) @p)

Obtinem

fulxzulz f[xmla]dx = fulxzulz f[xzmzjdx = fu1x2011 f{xzuujdx 2p)
De unde

zulaf [ 20-13:] f[x2013jdx::f x2EII12 f[:x.ZDiZ;Idx 2u12f EXEDizjffI::xZDiZjdx (2 p)

Finalizam

—— [ Flx)dx < [ xR F( 22 dx < —— [* F(x)dx (1 p)

2013 iz

SUBIECTUL Il

a) Luam f:(0,c0) = R, flx) = arctg x + arcty i
£1(x) = 0dect f(x) = F(1) =T (2p)

i ) 1 (1+1 ﬂ'r::r_g 1 4 (.x+1)rrrcrg
b) Facem substitutia ¢ = 7 deci I = — 1JT+1 S gt == _f: =
r f
P)
4w+l 1
Obtinem 2I = f j?T = —f dx (1 p)

x-f.x i .xEJC;Jz+1
I=:‘—r In[x+m_m(i+ (§)2+1 ;if=:—ln(m+ 17) @)

r:f.x(z



SUBIECTUL Il

= T
= (e— 1 e _—ofr_—t = 2
I 'Jﬂﬂ' 1+ain-x +ooavx dx C jﬂ' 1+aint +ooat dtJ t ‘E ( p)
_ ] 1 i & — T
I'= 7 'J;E 1+tcosaxtaing dx ta J;_E 1l+cosxtaina EJI.’I.'J_'H.' 2 t(2 p)
Deci
r
. 1 - 4 o St £[1+rgfj
== “rtf 14cozxtaine dx = ﬁ-'rtf 1ty zegt dx = 290 Taegt O T T i
1+—Ft+—7F ] =
1+egis 14egt T
- YT
1= In(l + tgz)fu > inz(1p)
SUBIECTUL IV
a) Verificarea axiomelor(3 p)
_ Za(i+e)l _ 4 _ 8 !
b) & ¥ e = af +{1+e)? & (1+a)= 10[1 ta) = 3-"-+1|:1 +a) (1p)
(rx +E(L+ a]) (1+ a)? (%(1 ta) e+ aj) (1+ &)’
fr o g = = =

e et a)+(1+a)?  T(1+a)o(l+a)+(1+a)?

13 - !
Stal=2(1+a)=2—(1+a) (lp)

Se demonstreaza prin inductie ca

-1
cx*cx*....*cx=m[1+a] (2 p)

Hn v
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Subiectul 1.

Fie (G )un grup si e elemental siu neutru. Elementele a, b € G satisfac condiJiia: a’ =b* = (ab)

Sisearateca a' =b* =e.
Probleme de structuri algebrice,Ed. Academiei RSR

Subiectul 2.

x—F(x) _

Fie functia f: R — Rsi F o primitiva a sa cu proprietatea ca e = F(x), oricare ar fi xe R.

Sa se calculeze hm IAC: )
X

X—0

( Gazeta Matematica , nr.2/2012)

Subiectul 3.
Fie multimea G = (2013; +oo) — {2014} pe care definim legea: xo y =2013+ (x - 2013)1g(y72013) ,
logaritmul fiind in baza 10. Aratati ca:

a) (G,o) este grup abelian.

b) Functia /:R" — G, f(x)=2013+10" este izomorfism de grupuri de la (R*,-) la (G,o).

skeksk

Subiectul 4.
sin x

dx siJ= I dx , x>1.
€' —cosx—sinx

—COS X

a) Calculati / = j
€' —cosx—sinx

2

b) Calculati / = I 1
e +

(Admitere 2002 Cibernetica )

Subiecte propuse de : prof. Munteanu Daniel — Liceul “Emil Botta ” Adjud



Barem de corectare si notare.

Clasa a XII-a --- Liceul “Emil Botta” Adjud
Etapa locala — 9 februarie 2013

Subiectul 1.

a’ =(ab)2 S AP =aPab => A =DAD ... (1p)
b =(ab) =B Z@BAD =D = GBA ... (1p)
Atunci ab = (bab)-(aba) & ab= b(aba)ba S ab =D i (2p)
Inmultind la dreapta cu a obtinem aba =b’a’> < b=b’a> =b’a’ =e...........cccoooiiieiiii (2p)
Cum g’ =b’, ultima egalitate se scric a* =e <> b =€ .....coiiiiiiiii (1p)

Subiectul 2.

Avem f(x):F'(x)zex’F(x)-(l—f(x)),xeR ................................................................. (2p)
Deci f(x)-(1-f(x))=e""" (1 —f(x))2 2 0 e (2p)
Rezultd f(x)e[0;1], oricare ar fi x € R ........ccooiiiiiiiiiiiiiiiiii e (2p)
Atunci [ijm—— S (x) 0 et (1p)
Sublectl;FS.
2) (G,0) Ste Grup ADELAN.........ouuieiiicicicc e (4p)
b) feste iZOMOTfISM A€ ZIUPULT ...oeviiiiieiieiiieiie et eiee ettt ettt e e te et e ebeessaeensaessaeesseessseenseesssanns (3p)

Subiectul 4.
—cosx—sinx

a) [-J= j X = X C oo, (1p)
€ — COX — smx

€' —cosx—sinx
I+ ,[ cosx+smxd J« )dxz
€' —cosx—sinx €' —cosx—sinx
In ex—cosx—s1nx‘+c:ln(ex—cosx—smx)+c ................................................ (2p)
1 . : 1 . :
I:E[ln(e —cosx—s1nx)+x]+c, J—E[ln(e —cosx—smx)—x}ﬂ: ................... (1p)
b) Schimbare de variabild y=—-x = I = J. = J. ............................... (2p)
e’ +1
Prin [Insumare cu integral initiald obtinem 2/ = J. ydy =1 —% ............................ (1p)

-1
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