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Clasa a Xl -a

SUBIECTUL I (7p)

. . . . n o . . .
Fie sirul (a, )n>l definit prin a, >0 si a,,;, =a, |—, N>1. Sa se arate ca sirul este convergent si
8 \/ n+a,

sa se calculeze limita sa.
Florin Rotaru, Focsani - GM. 11/2015.

SUBIECTUL 11 (7p)

(2p) a) S se arate cd dacd functia F :R — R este periodica si existd lim F(x)=1,atunci leR si F este
X—00

constanta.
(5 p) b) Determinati functiile f :R — R care verifica conditiile:
i) exista lim(f(x)—-x)=aeR;
1)ex1sax_m( (x) ) aeR;

i) f(x+2)+f(x)=2f(x+1), (v)xeR.

SUBIECTUL Il (7p)

-1
1 4
a) Determinati toate matricele B € 4 (R) pentru care AB=BA;
b) Rezolvati in A4 (R) ecuatia X° = A;
c) Aratatica A>=2-3-A-3%-1,si A°=3.32.A-2.3%.1,;
d) Calculati A**°.

Consideram matricea A= [

jeﬂ/z(R).
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SUBIECTUL 1V (7p)

(2p) @) Si se demonstreze ca (') ABe A, (R) cu AB=BA, avem det(A’+B*)>0.
(5p) b)Fie Ac A (R) astfel incat A+'A=0,.Sasearateca (¥')AeR , avem det(l, + 1A’) >0,

NOTA: Timp de lucru — 3 ore
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BAREM DE CORECTARE

OLIMPIADA DE MATEMATICA
ETAPA LOCALA - 21 februarie 2016

Clasa a Xl -a

SUBIECTUL 1 (7p)

., - . . n . . .
Fiesirul (a,) , definitprina, >0sia,, =a, ’n a n>1.Sa se arate ci sirul este convergent
n

si sa se calculeze limita sa.
Florin Rotaru, Focsani - GM. 11/2015.

Prin inductie se obtine a, >0, (v')n =1 deci sirul este Marginit inferior ...........cccoouvrvniisiisismnnsncennnes (1p)
a n .. . <
Fni1 _ 7 <1, (¥)n =1 deci sirul este Strict deSCIESCAION .........ccceurrniriniiiinininssss e (1p)
a, n+a
Din teorema lui Weierstrass se obtine convergenta sirului cu limita lima, =120 ..o (1p)
n—oo
2 4 2 2
. . na, 1 n+a 1 1 a 1 1 a
Relatia de recurentd devine a2, =— - —>——=—01=—— ="+ 0=~ . — =" (1p)
n+ an an-¢—1 nan a'n-*—l an n a‘r1+l an n
A . , 11 S 1 1 1
Suménd relatiile anterioare = ——=— + Z—k sicum af >1P = —5—> = +1°) (1p)
1 & i el & 1 K

n
.. . 1 A e . L 9
Daca prin absurd | >0, deoarece lim E Pin oo, trecand la limitd in inegalitatea anterioara deducem ca

n—oo

k=1
Iizziz+lz-oo:>|izzoo CEEA CE BSTE ADSUIT 1eiievieeiie e es ettt e eeeeeeees e e eeeesesessreeeeessssessrereeeessssssreeeeeeessans (1p)
a
In concluzie, rAmMANE M @, =1 = 0 c...oveiiiiieiiiece ettt (1p)

n—oo

SUBIECTUL I (7p)

(2p) a) Si se arate ci daci functia F :R — R este periodici si exista limF(x)=I,atunci leR si F
p X—>00

este constanta.
(5p) b) Determinati functiile f :R — R care verifici conditiile:

i) exista lim(f(x)-x)=aeR ;

i) f(x+2)+f(x)=2f(x+1), (v)xeR .

a) Fie T o perioadd (T >0) a functiei si presupunem prin absurd cd (F)X, # X, cu F(x,)#=F(x,).

Dacd X, =X, +NT >, F(xn')z F(x,+nT)=F(x)—> F(x,) iar daca

X, =X, +NT —> o0, F(xn")z F (X, +nT)=F(x,)— F(x,) deci F nu are limitd la o, contradictie ..... (1p)
Asadar functia este constanta (F (X) =) iar I = i F (X)SCER i (1p)
b) Notam g(x)= f (x)—x si conditia ii) se scric g(x+2)+g(x)=2g(x+1) <
g(x+2)—g(x+1)=g(x+1)—g(x) =h(x+1)=h(x), (v)xeR unde h(x)=g(x+1)—g(X) ... (1p)
lim h(x) = lim (g (x+1) =g (x))= lim [ f (x+1)=(x+1)=(f (x)=X) [22=2 =0 s (1p)

X—00 X—>0



h(x+1)=h(x), (V)X €R = h €ste PEriodiCa ........ccevuurruririiriiieiieieeineeceie e (1p)
Ultimele doud observatii, utilizind a) = h este functie constanta si h(x)=0, (V)X €R ..cccevvrrrinnnae, (1p)

= g(x+1)=9g(x), (v)xeR =g este periodic si limg(x)=a = g este constanta
X—00

g(x)=a= f(x)=x+a (care verificd ipotezele) ........c.ccocvmuririmiririininiiininrisc s (1p)

SUBIECTUL 11 (7p)

2 -1
Consideram matricea A= (1 A j e My(R).

(1p) a) Determinati toate matricele B e /A4 (R) pentru care AB =BA;
(3p) b)Rezolvatiin A4 (R) ecuatia X2 =A;
(1p) c)Aratatica A>=2-3-A-32.1, si A*=3.32.A-2.3%.1,;
(2p) d) Calculati A?®.
a) Se cauta B:( j si se obtine Bz[ j CUADER it (1p)
b a-2b
b) X3=X?-X=X-X?2=X2.A=A-X?, asadar X? comuti cu A si (pct. a)) cautand matricea X de
2 2 _
a“-b° =2
a b . )
forma X = b 2 seobtine sistemul <2b°—2ab=1 .. (1p)
- a_
a’ —4ab+3b* =4
2 2 2
a“—-b°=2
- — a%+4ab—5b% =0 :(3] +4.2_5-0, etc. Se obtin solutiile a=+—— si
_4b? +4ab=-2 b b 243
5 1 5 1
b= $i care verifica si ultima ecuatie a sistemului = X € 23 23 , 23 23 (2p)
2.3 1 7 17
243 2y3 ) 23 243
C) VEIIICAIE QITECEA ...ttt ettt bttt (1p)

d) se aratd prin inductic cd A"=n-3""-A—(n-1)-3"-1, = A®® =2016-3""° A— 201531, (2p)

SUBIECTUL IV (7p)

(2p) a) Sé se demonstreze cd (V)A,Be M, (R) cu AB=BA, avem det(A2+Bz)20.
(5p) b)Fie Ae M,(R) astfel incét A+'A=0,. Sascarateca (V)1 eR ,avem det(l,+1A%)>0.

a) det(A’ +B*)=det((A+iB)(A-iB))=det(A+iB)det(A-iB)=det(A+iB)det(A+iB)=

= det (A+iB)det(A+iB) =[det (A+TB)]" 20 evrevrierrerseessrsensnssensenssssinsssssenssessnnsseescnscen (2p)
b) Daca A >0 se utilizeaza a): det(ln +/1A2)=det(|§+(\/zA)2)20 (1, si JAA COmMULA) ..oovevvrrranean (1p
Dacd A =0 inegalitatea eSte EVIAENLA .............cceverieeieriesiiieie e e eee e ste e e ste e e e et e stesseeseesteeneessesreanes (1p

)
)
Daci 4<0,fie 1=-a, a>0 si det(l, + 1A’ ) =det(I, - A’ ) =det (I, - aA)-det(1, +VaA) ... (1p)
)

= det('1, ++/a (‘A))-det(1, + A =dett(ln +aA)-det(1, +/zA) =(o|et(|n +JEA))2 >0 ... (2p



