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OLIMPIADA NAŢIONAL¼A DE MATEMATIC¼A

Etapa local¼a - 14. 02. 2015

Clasa a XII � a

PROBLEMA 1. Fie G =

( 
a �b
b a

!
: a; b 2 Z7

)
; O2 =

 b0 b0b0 b0
!
şi I2 =

 b1 b0b0 b1
!
:

a) Demonstra̧ti c¼a dac¼a A 2 G şi det(A) = b0; atunci A = O2;
b) Demonstra̧ti c¼a Gr fO2g este parte stabil¼a fa̧t¼a de înmuļtirea matricelor dinM2 (Z7);

c) Stabili̧ti dac¼a ecua̧tia X12 =

 b2 �b2b2 b2
!
; are solu̧tii în muļtimea G.

PROBLEMA 2. Fie (G; �) un grup şi muļtimea Z(G) = fx 2 G : xy = yx; 8 y 2 Gg : S¼a se
arate c¼a dac¼a x2 = e, pentru orice x 2 Gr Z(G); atunci grupul este comutativ.

PROBLEMA 3. Fie funçtia f : [0;+1)! R; de�nit¼a prin f (x) =

(
x; dac¼a 0 � x � 1

x� 1; dac¼a x > 1
:

S¼a se calculeze
Z 1

0

f (et)

f (e�t)
dt:

PROBLEMA 4. S¼a se determine valorile lui n 2 N; pentru care

In =

Z 1

0

(1 + x)n + (1� x)n

1 + x2
dx 2 Q:

1Timpul efectiv de lucru este de 3 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problem¼a se noteaz¼a de la 0 la 7.



OLIMPIADA NAŢIONAL¼A DE MATEMATIC¼A
Etapa local¼a - 14. 02. 2015

BAREM DE CORECTARE - Clasa a XII � a

PROBLEMA 1.

(2p) a) Dac¼a A =

 
a �b
b a

!
2 G; atunci det(A) = a2 + b2: Cum x2 2

nb0;b1;b2;b4o ; 8 x 2 Z7;
ob̧tinem c¼a a2 + b2 = b0, a = b = b0; adic¼a A = O2

(2p) b) Dac¼a A =

 
a �b
b a

!
2 Gr fO2g şi B =

 
c �d
d c

!
2 Gr fO2g ; atunci

A �B =
 
ac� bd � (ad+ bc)
ad+ bc ac� bd

!
2 G:

Din det(A �B) = det(A) � det(B) 6= b0; ob̧tinem c¼a A �B 6= O2; adic¼a A �B 2 Gr fO2g

(1p) c) Observ¼am c¼a (Gr fO2g ; �) este un grup �nit de ordinul 48:0@elementul neutru este I2; şi  a �b
b a

!�1
= (a2 + b2)

�1

 
a b

�b a

!
2 Gr fO2g

1A
(2p) Aşadar, X48 = I2; 8 X 2 Gr fO2g :

Matricea B =

 b2 �b2b2 b2
!
satisface rela̧tia B4 = �I2

Astfel, dac¼a X 2 Gr fO2g ; şi X12 = B ) X48 = B4 ) I2 = �I2 Contradiçtie.

Deci, ecua̧tia dat¼a nu are solu̧tii în muļtimea G.

PROBLEMA 2.
Fie x; y 2 G.

(1p) Dac¼a cel pu̧tin unul dintre x şi y este din Z(G); atunci xy = yx.

Dac¼a x; y 2 Gr Z(G); atunci x2 = y2 = e şi avem urm¼atoarele cazuri:

(3p) dac¼a xy 2 Z(G)) x(xy)y = (xy)xy = x(yx)y ) xy = yx

(3p) dac¼a xy =2 Z(G)) x2y2 = (xy)2 = e) x(xy)y = x(yx)y ) xy = yx



PROBLEMA 3.

(2p) f (et) =

(
et; dac¼a t � 0

et � 1; dac¼a t > 0
; f (e�t) =

(
e�t; dac¼a t � 0

e�t � 1; dac¼a t < 0

(2p) Pentru t 2 [0; 1] ; avem g (t) =
f (et)

f (e�t)
=

(
1; t = 0

e2t � et; 0 < t � 1

(2p) Funçtia g : [0; 1]! R este m¼arginit¼a şi continu¼a pe (0; 1] ; deci este integrabil¼a şiZ 1

0

f (et)

f (e�t)
dt =

Z 1

0

(e2t � et) dt

(1p)

Z 1

0

(e2t � et) dt = 1

2
(e� 1)2

PROBLEMA 4.

(2p) Prin descompunerea funçtiei ra̧tionale f (x) =
(1 + x)n + (1� x)n

1 + x2
în fraçtii ra̧tionale simple,

ob̧tinem f (x) = A (x) +
px+ q

1 + x2
; unde p; q 2 Z:

(1p) Din (1 + x)n + (1� x)n = (1 + x2) � A (x) + px+ q; ob̧tinem(
(1 + i)n + (1� i)n = p i+ q

(1� i)n + (1 + i)n = �p i+ q
)
(
p = 0

q = (1� i)n + (1 + i)n

(1p) q =
�p
2
�
cos

�

4
+ i sin

�

4

��n
+
�p
2
�
cos

�

4
� i sin �

4

��n
= 2

�p
2
�n � cos n�

4

(1p) Avem In =

Z 1

0

A (x) dx+

Z 1

0

q

1 + x2
dx;

(1p) unde
Z 1

0

A (x) dx 2 Q şi
Z 1

0

q

1 + x2
dx =

�

2
�
�p
2
�n � cos n�

4

(1p) Aşadar, In 2 Q ,
Z 1

0

q

1 + x2
dx 2 Q , �

2
�
�p
2
�n � cos n�

4
2 Q , cos

n�

4
= 0; de unde

ob̧tinem c¼a n 2 f4k + 2 : k 2 Ng :

1Fiecare corector acord¼a un num¼ar întreg de puncte;
2Orice alt¼a rezolvare corect¼a se puncteaz¼a corespunz¼ator.


