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PROBLEMA 1. Fier{(Z _b) :a,beZ7},02: <g
a

a) Demonstrati cit dact A € G si det(A) = 0, atunci A = O;
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b) Demonstrati cd G\ {O2} este parte stabild fata de inmultirea matricelor din Mo (Z7);
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c) Stabiliti dacd ecuatia X2 = < ) > , are solutii in multimea G.

PROBLEMA 2. Fie (G,-) un grup si multimea Z(G) = {z € G : oy =yz, Vy € G}. Sa se
arate cd dacd r? = e, pentru orice x € G \ Z(G), atunci grupul este comutativ.

x, daca 0 <z <1
PROBLEMA 3. Fie functia f : [0,400) — R, definita prin f (z) =

1 ¢
y f(e")
Sa se calculeze / dt.
o (e

r—1, dacax >1

PROBLEMA 4. Sa se determine valorile lui n € N, pentru care

In:/1(1+x)”+(1—x)”

14 22

dr € Q.

! Timpul efectiv de lucru este de 3 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problems se noteazd de la 0 la 7.
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PROBLEMA 1.

b PPN
(2p) a) Dacid A = ( Z > € G, atunci det(A) = a? + b?. Cum 2% € {0, 1,2,4}, Ve Z,
a

~

obtinem c¢i a2 + b2 =0 < a = b =0, adici A = O,
5 a —b . c —d .
(2p) b) Daca A = ) €GN {02} si B = J € G~ {O,}, atunci
a c

4. B— ac —bd — (ad + be) cc
ad+bc  ac— bd

Din det(A - B) = det(A) - det(B) # 0, obtinem cii A- B # O, adicit A- B € G~ {05}

(1p) c) Observam ca (G \ {O2},-) este un grup finit de ordinul 48.

-1
—b , b

elementul neutru este Is, si ( Z ) — (a>+ )" ( Z ) € G~ {0}
a -b a

(2p) Asadar, X# =1, V X € G~ {0} .
_ 2 -2 : -
Matricea B = 5 3 satisface relatia B* = —1I,

Astfel, dacd X € G\ {0y}, si X2 = B = X = B* = [, = —I, Contradictie.

Deci, ecuatia data nu are solutii in multimea G.

PROBLEMA 2.
Fie z,y € G.

(1p) Daca cel putin unul dintre z si y este din Z(G), atunci xy = yx.
Daci x,y € G \ Z(G), atunci 2% = y* = e si avem urmétoarele cazuri:

(3p) daca ry € Z(G) = z(vy)y = (vy)rvy = v(yr)y = vy = yx

(3p) dacd 2y ¢ Z(G) = 2%y = (zy)? = e = z(vy)y = z(yx)y = 2y = yx
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PROBLEMA 3.

£ e et, dacat<0 F () e”t, dacat>0
el) = s fle) =
et —1, dacat >0 et —1, dacat <0

f(€) 1, t=0
Pentru t € [0, 1], avem g (t) = =
e —el, 0<t<1

Functia ¢ : [0,1] — R este marginita si continua pe (0, 1], deci este integrabila si
1 ¢ 1
/ / (6_2 dt = / (e2t —et)dt
o fle™) 0
1

2t t _1 2
/0 (e —e)dt—§(e—1)

PROBLEMA 4.

1+x)"+(1—2x)"
1+ 22

Prin descompunerea functiei rationale f (z) = in fractii rationale simple,

pT + q
14 22’

obtinem f (z) = A(x) + unde p, q € Z.

Din (1+2)"+ (1 —2)" = (1 + 2?) - A(z) + pz + ¢, obtinem

{(1+z‘)”+(1—z')" = pitg :>{sz
1—=)"+(1+)" = —pi+gq g=1—=9)"+1+)"
q= <\/§ <COS%—{—@ sin%>>n+ (\/§ (cos%—i sin%))n:2(\/§)n-cos%r

1

1
. q
Avem ]n—/oA(x)dx—f—/O —1+x2dx,

1 1
unde/A(x)dxe(@gi/ . a de:g.(ﬂ)”-cosﬂ
0 0

+x 4

1
Asadar, I, € Q <:>/O 1fx2dx SOR=S g . (ﬁ)”.cos% eQ <« COS% = 0, de unde

obtinem ca n € {4k +2: k € N}.

! Fiecare corector acords un numér intreg de puncte;
2Qrice alt# rezolvare corectd se puncteazi corespunzitor.



