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Problema 1:
a) Ardtatica3(x®+y?+z)>(x+y+2)>3Vx,y,z€R
o v e b2+c%+d? c?+d%+a? d%+a?+b?
b) Daca az,b,:Z,dZE (1,00) aratati ca loga b+c+d + logb c+d+a T logc d+a+b
a“+b“+c
—_—
loga a+b+c 4
Problema 2:
ax3+1

Fie f:R* > M,M inclus in R, f(x) =
incat functia f sa fie bijectiva

,a € R.SasedetermineasiM

Problema 3:
Fie zy,2y,..., 22015 € C. Ardtati cd dacd|z;|% + |22 + = + | Z2015|% = Ro (212, +
2223 + -+ 2201521) atunCi numerele Zl + Zz+ . 22015 $| lez . .22015 sunt reale.

Problema 4:

Fie g: (0,©) — R o functie cu proprietateaca g(x) < —g (1),Vx € (0, ).

x
Sa se determine functiile f: (0, ) — R astfel incat sa fie satisfacute conditiile:
a)f (x) < g(x),V x € (0,0)

b) f(xy) < f(x) + f(¥),V x,y € (0,0)

Timp de lucru 3 ore.

Fiecare problema are 7 puncte
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Problema 1:

a) 3(x*+y*+z2) 2 (x+y+2)P o (k- + -2+ (z-x)?* 2
0 (2p)

b) Folosind punctul a) avem loga% > log, b+;+d > log,\'bcd =
;(logab + log,c+log,d)
(3p)

Corespunzator se scriu celelalte trei inegalitati si se insumeaza; notand
cu A membrul stang al inegalitatii de demonstrat obtinem:

AZ%Z( log,b + log,a) 2%-6-2 =4
(2p)

Problema 2:

ax3+1 ax,3+1 ) , 1 1

— =axq1” —axy” +———
X1 X2 X1 X2
X1~ X2

f(x1) — fxz) =

= a(x; —x2)(xq + x3) —
1X2

[a(xy + x3)x1x, — 1](x1X7)
X1X2

(1p)

Dacda=0si f(x;) = f(x,) rezulta x; = x, deci functia f este injectiva
(1p)

Dacd a # 0, exista a, x1,x, X1 # X, astfel Incat a(x; + x)x1x, — 1 =
0 adica f(x;) = f(x,) si f nu ar fi injectiva. Justificam afirmatia:

. . . 1
Fie s = x; + x5 si p=x;x, obtinem asp-1=0 sau sp = -



Ecuatia de gradul al doliea cu rid&cinile x; si x, este x> — sx + p = 0.

2
Alegem s = z=sip = Atunci discriminantul ecuatiei

& =P = =
A= s? —4p = 3\;;_2 — 3\/1_2 3\/_ > 0, deci radacinile x4 si x, sunt reale si
X1 # x2(3 p)

Concluzionam cd f(x) = i,f: R* » M

. . 1 . , : D
Ecuatia f(x) = y are solutia x = ;,y € R* deci functia este surjectiva, astfel
ca este bijectiva.

(1p)

Deoarece y € R* rezulta M=R"
(1p)

Problema 3:
Fie Zr = Qg + i bk,k = 1,2015, ay, bk € R, iz =-1

22015|Zk|2 = 22015(ak + by ) Re(zxZp41) = AgQgsq — brbgyr, k =

1,2015, byp16 = bl,a2016 =a

(1p)
Egalitatea din enunt devine: a2 + a,2+..4a,015% + by > + b, + - +
2
byo15°=a,a, + azaz + -+ az915ay — byb, — bybz — -+ — byp15bg sau
(1p)

(a; — ap)* + (ay — az)? + ...+ (azo15 — a1)* + (by + by)* + (b, + b3)* +
+ (b2015 + bl)z - O
(2p)

Sideaici:a; =a, =+ =dy95s =a € Rsiby =by, = =byp5 =0
(2p)

Rezultd z; + ...+ Zy915 = 2015a € R z; ... Z5015 = a?P° € R
(1p)



Problema 4:
Inb)inlocuimxsiycul: f()+ f(D) = f(1) = f(1) =0
(1p)

N . 1 1 1\ . . -
In a) Tnlocuim x cu o f (;) < (;) Din proprietatea functiei date g deducem

9
g G) < —g(x)sirezulta f G) < —g(x) adica - f (i) = g(x) (1)
(2p)

Din conditia b) gasim f(1) < f(x) + f (i) prininlocuirea lui y cu i Cum
f)=o0
Rezults £ (x) + £ (3) 2 0 (2)

(2p)

Adundm inegalitatile (1) si (2) si rezultd f(x) = g(x).
(1p)

Avand in vedere a), obtinem f(x) = g(x) este singura functe care satisfice
conditiile date.



