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Problema 1:  
a)  Arătați că 3ሺݔଶ ൅ ଶݕ ൅ ଶሻݖ ൒ ሺݔ ൅ ݕ ൅ ,ሻଶݖ ,ݔ∀ ,ݕ ݖ ∈ Թ 

b) Dacă  a,b,c,d ∈ ሺ1,∞ሻ  arătați  că  ௔݃݋݈
௕మା௖మାௗమ
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Problema 2: 

  Fie ࢌ:Թ∗ → ,Թ	࢔࢏	࢙࢛࢒ࢉ࢔࢏	ࡹ,ࡹ ሻ࢞ሺࢌ ൌ
૜ା૚࢞ࢇ

࢞
		 , ࢇ ∈ 	Թ. Să se determine a și M 

încăt funcția f să fie bijectivă 
 
Problema 3: 
 Fie ݖଵ, ,ଶݖ . . . , ଶ଴ଵହݖ ∈ ԧ	. Arătați că dacă|ݖଵ|

ଶ ൅ |ଶݖ|
ଶ ൅ ⋯൅ |ଶ଴ଵହݖ|

ଶ ൌ ܴ௘ሺݖଵݖଶ ൅

ଷݖଶݖ ൅ ⋯൅ ଵݖ ଵ) atunci numereleݖଶ଴ଵହݖ ൅ .	ଶ൅ݖ . . ൅	ݖଶ଴ଵହ și ݖଵݖଶ	. . .  .ଶ଴ଵହ  sunt realeݖ

Problema 4: 

Fie ݃: ሺ0,∞ሻ → Թ o funcție cu proprietatea că ݃ሺݔሻ ൑ െ݃ ቀ
ଵ

௫
ቁ , ݔ	∀ ∈ ሺ0,∞ሻ. 

Să se determine funcțiile f: ሺ0,∞ሻ → Թ astfel încât să fie satisfăcute condițiile: 

a)݂ሺݔሻ ൑ ݃ሺݔሻ, ݔ	∀ ∈ ሺ0,∞ሻ 

b) ݂ሺݕݔሻ ൑ ݂ሺݔሻ ൅ ݂ሺݕሻ, ,ݔ	∀ ݕ ∈ ሺ0,∞ሻ 

 

Timp de lucru 3 ore. 

Fiecare problema  are 7 puncte 
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Problema 1: 

a) 3ሺݔଶ ൅ ଶݕ ൅ ଶሻݖ ൒ ሺݔ ൅ ݕ ൅ ሻଶݖ ⇔ ሺݔ െ ሻଶݕ ൅ ሺݕ െ ሻଶݖ ൅ ሺݖ െ ሻଶݔ ൒

0        (2p) 

b) ݀݊݅ݏ݋݈݋ܨ	݈ݑݐܿ݊ݑ݌	ܽሻ	ܽ݉݁ݒ	݃݋݈௔
௕మା௖మାௗమ
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൒ ௔݃݋݈
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ଷ
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య
ൌ
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ଷ
ሺ	݈݃݋௔ܾ ൅     ௔݀ሻ݃݋௔ܿ൅݈݃݋݈            

      (3p) 
 
Corespunzător  se  scriu celelalte  trei  inegalități  și  se  însumează; notând 
cu A membrul stâng al inegalității de demonstrat obținem: 
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       (2p) 
 

Problema 2: 
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  (1p) 

Dacă a =0 și  ݂ሺݔଵሻ ൌ ݂ሺݔଶሻ	ݐ݈ݑݖ݁ݎă	ݔଵ ൌ      ଶ deci funcția f este injectivăݔ

      (1p) 

Dacă ܽ ് 0, ,ܽ	ăݐݏ݅ݔ݁ ,ଵݔ ଵݔ,ଶݔ ് ଵݔሺܽ	ݐî݊ܿâ	݈݂݁ݐݏܽ	ଶݔ ൅ ଶݔଵݔଶሻݔ െ 1 ൌ

0	adică ݂ሺݔଵሻ ൌ ݂ሺݔଶሻ și f nu ar fi injectivă. Justificăm afirmația: 

Fie s = ݔଵ ൅ 	= ଶ obținem asp‐1=0 sau spݔଵݔ=ଶ și pݔ
ଵ

௔
. 



Ecuația de gradul al doliea cu rădăcinile ݔଵ	ș݅	ݔଶ este ݔ
ଶ െ ݔݏ ൅ ݌ ൌ 0. 

Alegem ݏ ൌ
ଶ

√௔
య  și ݌ ൌ

ଶ

ଶ √௔మ
య   Atunci discriminantul ecuației 

 ∆ൌ ଶݏ െ ݌4 ൌ
ସ

√௔మ
య െ

ଶ

√௔మ
య ൌ

ଶ

√௔మ
య ൐ 0 , deci rădăcinile ݔଵ	ș݅	ݔଶ sunt reale și 

ଵݔ 	്  ଶ(3 p)ݔ    

Concluzionăm că ݂ሺݔሻ ൌ
ଵ

௫
, ݂: Թ∗ →  ܯ

Ecuația ݂ሺݔሻ ൌ ݔ	ț݅ܽݑ݈݋ݏ	݁ݎܽ	ݕ ൌ
ଵ

௬
, ݕ ∈ Թ∗ deci funcția este surjectivă, astfel 

că este bijectivă.                   

        (1p) 

Deoarece ݕ ∈ Թ∗ rezultă M=Թ∗             

         (1p) 

 

Problema 3: 

Fie ݖ௞ ൌ ܽ௞ ൅ ݅	ܾ௞, ݇ ൌ 1,2015തതതതതതതതത, ܽ௞, ܾ௞ ∈ Թ, ݅
ଶ ൌ െ1 

∑ |௞ݖ|
ଶଶ଴ଵହ

௞ୀଵ ൌ ∑ ൫ܽ௞
ଶ ൅ ܾ௞

ଶ൯; ܴ݁ሺݖ௞ݖ௞ାଵሻ ൌ
ଶ଴ଵହ
௞ୀଵ ܽ௞ܽ௞ାଵ െ ܾ௞ܾ௞ାଵ, ݇ ൌ

1,2015തതതതതതതതത, ܾଶ଴ଵ଺ ൌ ܾଵ,ܽଶ଴ଵ଺ ൌ ܽଵ              

           (1p) 

Egalitatea din enunț devine: ܽଵ
ଶ ൅ ܽଶ

ଶ+…+ܽଶ଴ଵହ
ଶ ൅ ܾଵ

ଶ ൅ ܾଶ
ଶ ൅ ⋯൅

ܾଶ଴ଵହ
ଶ=ܽଵܽଶ ൅ ܽଶܽଷ ൅ ⋯൅ ܽଶ଴ଵହܽଵ െ ܾଵܾଶ െ ܾଶܾଷ െ ⋯െ ܾଶ଴ଵହܾଵ sau 

             (1p) 

ሺܽଵ െ ܽଶሻ
ଶ ൅ ሺܽଶ െ ܽଷሻ

ଶ ൅ …൅ ሺܽଶ଴ଵହ െ ܽଵሻ
ଶ ൅ ሺܾଵ ൅ ܾଶሻ

ଶ ൅ ሺܾଶ ൅ ܾଷሻ
ଶ ൅

…൅ ሺܾଶ଴ଵହ ൅ ܾଵሻ
ଶ ൌ 0                                  

(2p) 

Și de aici : ܽଵ ൌ ܽଶ ൌ ⋯ ൌ ܽଶ଴ଵହ ൌ ܽ ∈ 	Թ și ܾଵ ൌ ܾଶ ൌ ⋯ ൌ ܾଶ଴ଵହ ൌ 0    

       (2p) 

Rezultă ݖଵ ൅ …൅ ଶ଴ଵହݖ ൌ 2015ܽ ∈ 	Թ ݖଵ … ଶ଴ଵହݖ ൌ ܽଶ଴ଵହ ∈ 	Թ   

            (1p) 



 

Problema 4: 

În b) înlocuim x și y cu 1: ݂ሺ1ሻ ൅ ݂ሺ1ሻ ൒ ݂ሺ1ሻ ⇒ ݂ሺ1ሻ ൒ 0     

      (1p) 

În a) înlocuim x cu 
ଵ

௫
: ݂ ቀ

ଵ

௫
ቁ ൑ ݃ ቀ

ଵ

௫
ቁ. Din proprietatea funcției date g deducem   
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ଵ

௫
ቁ ൑ െ݃ሺݔሻ	ș݅	ݐ݈ݑݖ݁ݎă	݂ ቀ

ଵ
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௫
ቁ ൒ ݃ሺݔሻ (1) 

     (2p) 

Din condiția b) găsim ݂ሺ1ሻ ൑ ݂ሺݔሻ ൅ ݂ ቀ
ଵ

௫
ቁ 	ݑܿ	ݕ	݅ݑ݈	ܽ݁ݎ݅ݑܿ݋î݈݊	݊݅ݎ݌	

ଵ

௫
.	 Cum 

݂ሺ1ሻ ൒ 0 

Rezultă ݂ሺݔሻ ൅ ݂ ቀ
ଵ

௫
ቁ ൒ 0 (2)               

   (2p) 

Adunăm inegalitățile (1) și (2) și rezultă ݂ሺݔሻ ൒ ݃ሺݔሻ.       

   (1p) 

Având în vedere a), obținem ݂ሺݔሻ ൌ ݃ሺݔሻ este singura funcțe care satisfice 

condițiile date. 

 


