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VIII. osztaly

1. feladat (10 pont). Lehet-e kiilonb6z6 pozitiv egész szamokat irni egy tetraéder éleire gy, hogy

az egy-egy csucsban osszefutd harom élen levs szamok szorzata ugyanannyi legyen? (**%)
Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Legyenek az élekre irt pozitiv egész szamok a, b, ¢, d, e és f. Ekkor a feltételnek megfelelGen kapjuk,
hogy abc = cde = aef = bdf. (1 pont)
Elosztva az abc = cde egyenlGség mindkét oldalat c-vel, kovetkezik, hogy ab = de. (1 pont)
Elosztva az acf = bdf egyenléség mindkét oldalat f-el, kovetkezik, hogy ae = bd. (1 pont)
Osszeszorozva az ab = de és ae = bd egyenlGségeket, kapjuk, hogy a?be = bd2e, (2 pont)
majd mindkét oldalat elosztva be-vel, kovetkezik, hogy a? = d?. (1 pont)
Mivel a és d pozitiv egész szamok, ezért a = d. Ekkor b=e és ¢ = f, (2 pont)
tehat nem lehet a feltételnek megfelelGen kiilonboz6 pozitiv egész szamokat irni egy tetraéder éleire.
(1 pont)

[ |

2. feladat (10 pont). a) Oldd meg az egész szamok halmazéban az z? — xy + 45y = 2023 egyen-
letet! Kowvdcs Béla, Szatmdrnémeti

b) Milyen = és y egész szamok esetén lesz az

(4 — 3y)(3z — 4y)

E<$vy)_ x2y2+1
kifejezés a lehetd legkisebb? Jakab-Medvessi Andrea-Alice, Kolozsvdr
Madtyds Ildiko Bedta, Szatmdrnémeti
Mdthé Attila Istvan, Sepsiszentgyorqgy
a) Elsé megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Az egyenletet az y(45 — x) = 2023 — z? alakra hozzuk.
Ha z = 45, akkor 22 = 2023, ami nem lehetséges. Ha x # 45, akkor y = %. (1 pont)
Tovibbé y — xi_j;(?g _ x2;2i)§§+2 _ (r+45;(f4f545)+2 =z 45+ 2 (1 pont)
Mivel ﬁ csak egész szam lehet, ezért a tort nevezdje csak +1 vagy 42 lehet. (1 pont)
Osszesen négy esetet kell vizsgalni.
Ha x = 44, akkor y = 87.
Ha x = 46, akkor y = 93.
Ha x = 43, akkor y = 87.
Ha x = 47, akkor y = 93. (2 pont)
Ezek a szampérok az egyenlet egész megoldasai. [
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V. OMMO - orszagos szakasz, Arad - VIII. osztély

Mdsodik megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Az egyenletet rendezziik, majd a bal oldalon szorzatot alakitunk ki:
x? — zy + 45y = 2023 & 2% — 2025 — y(x — 45) = —2, azaz (v — 45)(z + 45) — y(z — 45) = -2,

igy (x —45)(z + 45 —y) = —2, (2 pont)
ahonnan az r — 45 = %1, illetve z — 45 = £2 eseteket kell targyalni. (1 pont)
Ugyanazokat a megoldasokat kapjuk, mint a fenti esetben. (2 pont)

b) Az E(z,y) kifejezést atalakitjuk, azaz

122% — 16y — 9y + 12y 122% — 24ay + 12y° — 2y

E = =
(@) r2y? +1 r?y? +1
12(x — y)? — — 1
_ ey oy, my -5 (2 pont)
r2y? +1 r2y? +1 2
mert 245 > —5 lei>o e 1t 2?y? > 22y < (wy — 1) > 0, ami igaz barmely x és y valos
szamok esetén. (1 pont)
Tehat az E(x,y) kifejezés lehetd legkisebb értéke ——, amelyet zy = 1 esetén ér el, azaz v =y =1
vagy v =y = —1. (1 pont)
|
3. feladat (10 pont). a) Igazold, hogy barmely z és y pozitiv valos szamok esetén
Tty
VI <1 +2)(1+y) —1< —
b) Igazold, hogy barmely z, y és z pozitiv valos szamok esetén
3
Ve +1) + vy +1) + 2@z +1) < 5\/(ac+1)(y+1)(z+1).
(**%)
Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a) Elgszor igazoljuk, hogy barmely z,y € (0;00) esetén /7y < /(1 +z)(1+y) — 1.
VIT</A+2)l+y) —1lel+azy<J/1+2)(l+y) e 1+2/ay+ay<l+z+y+ay &
< 2,/xy < x + y, ami igaz a szamtani és mértani kozepek kozti egyenlStlenség alapjan. (2 pont)
A V(1 +2)(1+y)— 1< 2 egyenldtlenség ekvivalens a kivetkezdkkel:

VA+z)(1+y) <Z2+1S2yT+a+y+ay <x+y+ 2, amely egyenltlenség mindkét oldalét
négyzetre emelve kapjuk, hogy

d1+a+y+ay) <22+ > +4+ 2y +do+4y & 22— 22y + 12 > 0 & (2 —y)? > 0, ami igaz
barmely z,y € (0; 00) esetén. (2 pont)

b) A szamtani és mértani kozepek kozti egyenlStlenséget felhasznéalva kapjuk, hogy

x . 1 <x+1+z+1
r+1 241 2 ’
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1
y 1 _gataa
y+1 xz+1 7~ 2 ’
z 1
< . 1 <z+1+m
z+1 y+17~ 2 '

(2 pont)
A fenti egyenl6tlenségeket Gsszeadva kapjuk, hogy
x n Y n z <
(x+1)(z+1) (y+1)(z+1) (z+D(y+1) ~
<1$+1+y+1+2+1_3
—2\z+1 z+1 y+1 y+1 2z+1 z+1) 2
(2 pont)
A \/ @ H)”“"(Z sy \/ @ +1)y(m o+ \/ G H)Z(y T < g egyenlGtlenség mindkét oldaldt megszorozva
a/(z+1)(y+1)(z+ 1) kifejezéssel, a kért egyenlétlenséghez jutunk. (1 pont)
[

4. feladat (10 pont). Az ABCDA'B'C'D’ téglatestben O az ABCD, E pedig az ADD'A’ lap
kozéppontja. Legyen C'ENAB = {N} és C'ON AA" = {M}.

a) Igazold, hogy M N || D'C.

b) Ha AB = AA’, igazold, hogy az M N D'C négyszog téglalap!

c¢) Ha ABCDA'B'C'D' kocka, hatarozd meg az AN D' és AMC sikok altal alkotott szog mértékét!

Sitmon Jozsef, Csikszereda

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a) Az NAEA = C'D'Ea, mert EA = ED/, AEN = D'EC' és NAE = CTZ_)’\E, ahonnan kovetke-
zik, hogy EN = EC" és AN = D'C". (1 pont)
Ugyanigy M AOx = C'COp, ahonnan kovetkezik, hogy OM = OC" és AM = CC".

Mivel EN = EC' és OM = OC', igy az EO a C'N M héaromszog kozépvonala,

tehat FO || MN. (1 pont)
Az AC' D' haromszogben EO kozépvonal, tehat EO || D'C. (0,5 pont)
Az EO || MN és EO || D'C alapjan kévetkezik, hogy MN || D'C. (0,5 pont)
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b) Az AMNx = DD'Ca, mert AM = DD', AN = DC és MAN = D'DC,
tehat MN = D'C. (0,5 pont)
Mivel M N || D'C, kovetkezik, hogy M N D'C' paralelogramma. (0,5 pont)
Legyen AB = AA" = a és AD = b. Kiszamitjuk a D'’ NC haromszog oldalainak hosszat az a és b
fiiggvényében. A DD'N derékszogii haromszoghen Pitagorasz tétele alapjan
D'N? = D'D? + DN? = a? + a® + b?, tehat D'N = +/2a%2 + b2. Hasonloéan a BON derékszog
haromszégben CN? = BN? 4+ BC? = (2a)? + b?, tehat ON = v/4a? + 2, és D'C = a/2. (1 pont)
A D'NC haromszogben fennall a CN? = D'N? 4 D'C? 6sszefiiggés. Igy Pitagorasz tételének fordi-
tott tétele alapjan kovetkezik, hogy D'N | D'C, tehat az M N D'C' négyszog téglalap. (1 pont)

c) Az AND' és AMC sikok azonosak az AND'C" és AMCC’ sikokkal, ezeknek a metszésvonala az
AC" egyenes. Meghuzzuk a két sikban az AC’ metszésvonalra merdleges egyeneseket: AK 1 AC’,
K e ND' és AL 1. AC'", L € MC, ahonnan kovetkezik, hogy AK L D'N és AL L MC. Igy az AK
és AL egyenesek szoge éppen a keresett sikok éltal kozrezart szoggel egyenld. (1 pont)
Mivel az AND' és AMC héaromszogek kongruensek, ezért AK = AL, tehat NK = ML, de
NK || ML, ahonnan kévetkezik, hogy NMLK téglalap. Mivel MN = a2, kivetkezik, hogy

KL = av?2. (1 pont)

Az AND' derékszogi haromszoghben AK magassag,

erért AK = ALAD. — oy2 — oy — AT, (0,5 pont)

Legyen AP az AKL egyenlo szaru haromszog magassaga, igy LP = = “‘[ . Az ALP derékszogi

haromszogben cos ALP = LP — “\f ‘“f \f \% = *{, ezért ALP = 300 tehat KAL = 120°, de

az AK és AL egyenesek altal alkotott hegyesszoget kell venni,

igy ((AND'),(AMC)) = 60°. (0,5 pont)
[
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