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Solutii

Problema 1. Fie (a,),>0 0 progresie aritmetica de ratie r.

a) Demonstrati ca sirul (b,),>o definit prin b, = 2a, + 3 pentru orice n > 0, este tot o progresie
aritmetica.

b) Presupunem r # 0. Fie P(X) un polinom cu coeficienti reali astfel incat (P(a,))n>0 este progresie
aritmetica. Aratati ca grad(P) < 1.

c¢) Unei progresii aritmetice (a,)n,>0 cu toti termenii numere naturale ii asociem multimea M =
{cos(ay) + isin(a,)|n € N}. Determinati toate progresiile (a,),>o pentru care (M, -) este subgrup al
lui (C*, ).

d) Demonstrati ca, daca toti termenii progresiei (a, ),>o sunt numere naturale gi nu contin in scrierea
lor in baza 10 cifra 9, atunci » = 0.

Solutie.
a) Avem b, = 2(ap + nr) + 3 deci (b, )n>0 este progresie aritmetica de prim termen by = 2ag + 3 si
LA 2T 3p

b) Daca grad(P) = 0 atunci nu avem nimic de demonstrat. Presupunem in continuare ca grad(P) >
1 si fie s ratia progresiei aritmetice (P(ay,))n>0. Atunci P(a,) = P(ag) + ns §i cum a, = ag + nr
implica n = 929 (deoarece r # 0) obtinem ca P(a,) = P(ag)+s- =% pentru orice n € N. Deducem

ca polinomul cu coeficienti reali

X—CLO
S.
r

— P(aop)

are proprietatea ca F(a,) = 0 pentru orice n € N. Cum r # 0, progresia aritmetica (a,)n>o are toti
termenii distincti (o infinitate de termeni) si, prin urmare, F'(X) are o infinitate de radacini, deci este
identic nul. Obtinem astfel ca P(X) = s =% + P(ag), adica grad(P) =1 ..o, 2p

T

c¢) Daca (M, -) este subgrup in (C*,-), avem 1 € M deci exista n € N gi k € Z astfel incat a,, = 2km;
deducem k = 0 gi deci ag = 0. Pentru ca (M, -) sa fie subgrup al lui (C*,-) este necesar si suficient ca
orice element din M, deci de forma z := cos(a,,) + isin(a,) sa admita un invers in M, deci de forma
271 = cos(a,,) +isin(a,,). Aceasta revine la a spune c& pentru orice n € N si existe m e Ngi k € Z
astfel incat nr + mr = 2kn. Utilizand din nou faptul ca 2knm € Z daca si numai daca avem k = 0
deducem ca r = 0, conditie evident suficienta. Deci, (M,-) este subgrup al lui (C*,-) daca si numai

daca a,, = 0 PENtrul OTICE T ... . 2p

d) Idee de demonstratie: Dacd r # 0 construim un termen al progresiei care are prima cifrd 9.




Presupunem r # 0 si fie m € N astfel incat 10™ < r < 10™*!, adicad numarul de cifre ale lui 7 in
baza 10 este m + 1. Aleg t € N astfel incat t > m si 10* > ag, deci 10t > 10™*! > r. Deoarece
10 —ag 910 —ay 10

= >1,
T T T

10t+1

. . v . o ~ ~ 10t — _ .
atunci exista cel putin un numar natural nenul £ astfel incat QIOT“O < k < =", de unde obtinem

cd 9-10" < ay, = ag+kr < 10", Prin urmare, termenul a;, Incepe cu 9, o contradictie cu presupunerea
initiala. Obtinem astfel ca r = 0, ceea ce trebuia demonstrat. ............... 2p 0

Problema 2. Fie f,g: (0,400) — R, f(z) = arctg(z) + 1 si g(z) = f(z) — z. Fie (z,)n>0 sirul de
numere reale definit astfel: zo =1 si z,,41 = arctg(z,) + i, pentru orice n > 0.

a) Sa se arate ca g este strict descrescatoare i ca ecuatia f(x) = x are o solutie unica = € (0, +00).

b) Stiind ca f(2) < 1,7 < f(1) aratati ca = € (1, 2).

¢) Demonstrati ci pentru orice 1 < a < b avem |f(a) — f(b)] < 3|a — b|.

d) Demonstrati ca sirurile (29,)n>0 $i (Z2n41)n>0 Sunt monotone si aratati ca xo, < T < Topi1
pentru orice n > 0. Studiati convergenta sirului (z,),>0.

Solutie.

a) Cum g este derivabila observam ca

"(x) ! ! 1 ! +1) <0
€Tr) = —_— — = — e —
g 1422 2 22(1+ 22) ’

deci g este strict descrescitoare. In plus, avem lim g(xr) = +oosi lim g(x) = —oo. Folosind si faptul
=3 i

ca g este continua si strict descrescatoare obtinem ca exista un unic numar real pozitiv T astfel incat

G(T) = 0, adiCa f(T) = Te oottt 3p

b) Observam ca ¢g(1) = f(1) =1 >1,7—1>0s1 ¢g(2) = f(2) —2 < 1,7—2 < 0 5l cum g este
continua, folosind proprietatea lui Darboux, obtinem ca T € (1,2). ..., 2p

¢) Observam ca functia f indeplinegte conditiile teoremei lui Lagrange pe intervalul [a, b], deci exista
¢ € (a,b) astfel incat %{’:(“) = f'(¢). Insa f'(z) = —m, de unde

[f(b) = fla)| = [b—al - [f'(O)] = [b—al - 77 < 5lb—al,
unde ultima inegalitate rezulta din faptul ca £ > 1. ... ... . 2p

d) Demonstram prin inductie ca (2, )n>0 € crescator, (Tan41)n>0 € descrescator si Ta, < T < Topi1
pentru orice n.

Folosind punctul b) obtinem ca zp = 1 < Z. Din punctul ¢) (calculul derivatei lui f) rezulta ca f
este strict descrescatoare gi din f(Z) = T obtinem ca z; = f(zo) = f(1) > f(T) =7, adicA o < T < a1
(*).

In plus, observam ca

m .
Ty = 1< 5 = ml_l}_’{loof(l') < f(xl) = T2,

unde ultima inegalitate are loc deoarece f este strict descrescatoare. De aici rezulta si ca xg < w9
implica z1 = f(zo) > f(x2) = x3, de unde impreuna cu (*) avem pasul de verificare al inductiei.



Pentru etapa de demonstrare presupunem afirmatia adevarata pentru £ < n — 1 si o demonstram
pentru n. Din ipoteza de inductie avem

Top < To < ... <Topy o< T < Ty 1 <...<23< I
si folosind ca f este strict descrescatoare rezulta ca
Ty >x3> ... > Top > f(T) =T > xop > ... > Xy > T,
Aplicand inca o data f sirului de mai sus obtinem
To <y <...<To < f(T) =T < xop1 <...<x5 <13

si in particular rezulta xo, o < Zop, Topt1 < Top_1 81 Top < T < Topy1, ceea ce incheie demonstratia
pasului de inductie.

Avem deci ca (22, )n>0 §1 (T2n41)n>0 sunt convergente, fiind monotone si marginite. Fie ¢ si d limitele
celor doua giruri. E clar ca ¢ <7 < d. Trecem la limita in relatia data de c):

1
‘x2n+l - -73271’ = ‘f(xQn) - f(xQn—l)‘ < 5 ‘xQn - $2n—1’
si obtinem d — ¢ < 1(d — ¢), de unde d = ¢ = 7. Asadar, nhj& T =T e, 2p O

Problema 3. Fie ¢t un numar real pozitiv. Pe laturile AB, AC, BC ale triunghiului ABC con-
sideram punctele Cy, B; respectiv A, astfel ca

AOt . BAt . CBt
C;B  AC  BA

a) Demonstrati ca, pentru ¢t = 1, triunghiurile ABC' i A; B;C sunt asemenea.

=1

b) Demonstrati ca pentru orice ¢ triunghiurile ABC' si A;B;C; au acelasi centru de greutate.
c¢) Pentru ¢t = 3, calculati raportul ariilor triunghiurilor ABC gi A3B5Cs.

d) Sa presupunem t = 2. Desenam figura, apoi stergem triunghiul ABC, dar lasam triunghiul
Ay ByCy. Indicati o modalitate de reconstruire a triunghiului ABC'.

A

B,

C

Solutie.

a) Pentru ¢t = 1 avem ca A;, By, C} sunt respectiv mijloacele laturilor BC, AC' si AB deci triunghiul
A1 B1C este triunghiul median. Acesta este evident asemenea cu ABC' deoarece laturile lui A; B;C}
sunt proportionale cu laturile triunghiului ABC' cu factor de proportionalitate % ............... 3p



b) Solutie sintetica. Daca t = 1 atunci concluzia iese imediat pentru ca triunghiul A;B;C; devine
triunghiul median A; B;C}. Presupunem ca t # 1 si construim pe laturile BC, AC, AB punctele Aj,
By, C] ca simetricele punctelor A, B; si C; fata de mijloacele laturilor BC', AC, respectiv AB. Notam
cu M mijlocul lui BC i cu N mijlocul lui A;C.

Se observi ugor, din reciproca teoremei lui Thales ¢ A,Bj||AB, A,Cy||AC si C!B,||BC. In plus,
avem ca AAB,C] = ACyBA, = ABjA,C si in particular avem A,C; = AB; si A,Cy||AB;. Din
constructia lui A}, avem ca M este mijlocul segmentului A}A; si obtinem ca M N este linie mijlocie
in AAALC, deci MN||ALC, st MN = 25

Prin urmare, MN||AB; si MN = Aft. In trapezul ANM B, notim cu G punctul de intersectie al

diagonalelor AM si B;N. Din asemanarea AAGB; si AMGN obtinem ca

GM GN MN /[ 1
GA  GB, AB, 2

Dar AM este mediana in AABC' i rezulta ca punctul G de mai sus care are proprietatea ca %—AX = %

este centrul de greutate al AABC'. Similar, cum B;N este mediana in AA,B,C} si g—g = % obtinem
ca (G este gi centrul de greutate al AA;B,Cy, ceea ce trebuia demonstrat.

i 50 —
Solutie vectoriala. Din ipoteza deducem imediat ca C'A; = LC@ si BC; = BA respectiv

t+1

1
t+1
— Ve,

AB; = HLIA . Fie G centrul de greutate al triunghiului ABC. Avem

GA, + GB, + GC, = (@+@)+(@+ﬁ>+(@+@> =

= (G_1>4+G?+G?>+H%<C?+ﬁ+@>.

Cum G este centrul de de greutate al triunghiului ABC avem GA + GB + GC = 6> si cum C'B +
BAL A0 -0 b
BA+ AC = 0 deducem ca

GA+GB +GC =0

deci G e centrul de greutate al triunghiului A;B;Cy ... o 2p

¢) Avem

sin(fl)_AC 3AB sin(A)_ 3A
2 4 4 2 167 BT

Analog deducem ca A(BC3A3) = A(C’B3A3) = 13—6./4(,430) de unde A(A33303) = (1 — %) -A(ABC). Deci

A(ABgCg) = AB3 : AC3 :

A(A3BgCg) o 7

Aape) 16

d) Solutie sintetica. Fie G centrul de greutate al triunghiului Ay ByC5. Ducem prin Cy paralela la
G Bs si analog, prin Ay paralela la GCy respectiv prin By paralela la G Ay, Punctele de intersectie ale
acestor drepte reprezinta varfurile cautate A, B, C'.



o

B A, C

Pentru a arata ca aceasta constructie este corecta, e suficient sa aratam ca G' By este paralela cu AB
(si analog GCs||BC, GAs||AC). Fie M mijlocul lui AB; cum G este centrul de greutate al triunghiului
ABC, punctele C, G, M sunt coliniare. Din reciproca teoremei lui Thales in triunghiul C'M A deducem
G Bs||AB si similar pentru celelalte doua paralelisme.

Solutie vectoriala. Consideram punctele M € ByCy, N € CyA,, P € Ay By astfel incat

CoM — A3N  ByP
MBy;  NCy  PAy
Ducem prin By paralela la M P (respectiv prin Cy paralela la M N si prin A, paralela la N P). Punctele

= 2.

de intersectie ale acestor drepte reprezinta varfurile cautate A, B, C.

o

B

Pentru a arata ca aceasta constructie este corecta, este suficient sa aratam ca M ﬁ este proportional
cu AC (respectiv NM cu BA si PN cu CB).

Avem

s > 1 > 2 >
MPZMB2+BQP:§CQBQ+§BQA2:

l/— — 2 — 1/2— 1 2 (2 1
:5(02A+A32)+5(@+0A2):—(53A+§@>+§(§ﬁ+§c?):

3
2— 2 1 4 2— 5 1
=_-BA+ - —4+ - JAC =-CA+-AC = -AC.
G BA+5C +(9+9>? 5C +97 37
Similar se arata CQW:%B—A §iP—]>\f:%C@ ..................... 2p O



