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Problema 1.

Un numar natural n > 2 se numeste liber de patrate daca nu se divide cu niciun patrat
perfect mai mare decat 1.

Determinati numerele naturale n > 2, libere de patrate, cu proprietatea ca numarul

LN R
d,  dy dy,
este natural, unde {d;,ds, ..., dy} este multimea divizorilor naturali ai numarului n.

Problema 2.

Se considera triunghiul ABC, cu <A = 30° si B = 80°. Pe laturile AC si BC' se con-
sidera punctele D, respectiv E, astfel incat < ABD = <<DBC si DE || AB. Determinati
masura unghiului < FAC.

Problema 3.

Aflati cate numere naturale k € {1,2,3,...,2022} au proprietatea ca, daca pe un cerc
se scriu 2022 numere reale astfel incat suma oricaror k£ numere aflate pe pozitii consecutive
este egala cu 2022, atunci toate cele 2022 de numere sunt egale.

Problema 4.

Se considera triunghiul ascutitunghic ABC (AB < AC) si inaltimile AD, BE, CF,
cu D e BC, F e CA, F e AB. Notam cu M mijlocul laturii BC si cu H ortocentrul
triunghiului ABC'.

Fie X punctul in care cercul de diametru M H taie a doua oara dreapta AM si T’
punctul de intersectie a dreptelor HX si BC.

Demonstrati ca cercurile circumscrise triunghiurilor TFD si AEF sunt tangente.

Problema 5.

Spunem ca o multime A C R cu cel putin trei elemente este libera de progresii arit-
metice daca pentru orice a,b,c € A distincte, avem a-+ b # 2c.

Aratati cd multimea {0,1,2,...,3% — 1} contine o submultime A cu cel putin 256
elemente, libera de progresii aritmetice.

Timp de lucru 4 ore.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.
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Problema 1. Un numar natural n > 2 se numeste liber de patrate daca nu se divide
cu niciun patrat perfect mai mare decat 1.
Determinati numerele naturale n > 2, libere de patrate, cu proprietatea ca numarul

1 . 1 P 1
di dy dy,
este natural, unde {d;,ds, ..., dy} este multimea divizorilor naturali ai numarului n.
Solutie. Fie n = pips...p; descompunerea in factori primi a numarului n. Daca
1 1 1
S=—+—+4...4+ —, atunci
di dy d,

1
s==(1 o )
- +ZP1+ZP1P2+ +ZP1P2 Pj-1+tPiP2. .. Pj

(14+p1) (T +p2)...(1+p))

pip2.--.Ppj
..................................................................................... 3p
Cum (pj, 1+ p;) = 1, inseamna ca p; divide produsul (1+p1) (1 +p2)... (1 +pj_1).
Fiind numar prim, p; va divide unul dintre factorii acestui produs. .................. 1p
Presupunem ca p; < py < ... < p;. Deducem ca p; divide 14+p;_1, asadar p; = 1+p;_;.
prin urmare J = 2, P1 = 2 S1 Do = 3. o 2p

Singurul numar cu proprietatea din enunt este n =6. ......... ... L. 1p
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Problema 2.

Se considera triunghiul ABC' cu <A = 30° si <<B = 80°. Pe laturile AC si BC' se
considera punctele D, respectiv E, astfel incat xABD = <DBC si DE || AB.

Determinati masura unghiului xEAC.

Solutie. Fie AM 1 BC si AF bisectoarea unghiului <M AC, punctele M si F fiind
situate pe latura BC'. Evident ca <BAM = <MAF = 10°, deci AM este atat inaltime,

cat si bisectoare in triunghiul ABF. Deducem ca BM = MF'. . CD e 1p
Aplicand teorema bisectoarei in triunghiul ABC' obtinem ca — DA AR 1p
Aplicand teorema bisectoarei in triunghiul AMC obtinem ca cr AC Rezulta

’ MF ~ AM’
CF 1CF _ 1 AC 1
B g SO MIE T QAR Tttt p
DarlAC :lAC-AB _ AC - AB - sin 30° 284pc  AM - BC BC' 3p
2AM 2AM - AB AM - AB " AM-AB  AM-AB AB
Astfel, ¢b_cr prin urmare dreptele DF' si AB sunt paralele.
DA~ FB’

Inseamni ci punctele E si F' coincid, deci SFAC =10°. ......... ... 1p
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Problema 3.

Aflati cate numere naturale k € {1,2,3,...,2022} au proprietatea ca, daca pe un cerc
se scriu 2022 numere reale astfel incat suma oricaror k£ numere aflate pe pozitii consecutive
este egala cu 2022, atunci toate cele 2022 de numere sunt egale.

Solutie. Fie k € {1,2,3,...,2022} un numar cu proprietatea ca, date filnd numerele
reale 1, Tg, . . . Top22 SCrise pe un cerc, suma oricaror k numere aflate pe pozitii consecutive
este egala cu 2022. Pentru orice n € N, definim z,, = z,, unde r € {1,2,3,...,2022},
astfel incat n = r (mod 2022).

(A) Pentru orice ¢ € N, avem

T+ Tig1+ . Tigp1 = Tipr + Tigo + .+ Tigp = 2022,

de unde 1ezulta CA X; = Xjok. « vt 2p

(B) Daca (2022, k) = d > 2, notand x = si scriind pe cerc, in ordine, numerele

z,0,0,...,0,2,0,0,...,0,...2,0,0,...,0,

vV NV
de d—1 ori de d—1 ori de d—1 ori

observam ca suma oricaror £ numere aflate pe pozitii consecutive este egala cu 2022, fara
ca numerele sa fie egale.

Ca urmare, numerele k pentru care (2022, k) # 1 nu sunt solutii. ............... 2p

(C) Aratam ca toate numerele k € {1,2,3,...,2022} pentru care (2022, k) = 1 sunt
solutii. Cum (k,2022) = 1, exista u,v € N, astfel incat k- v = 2022v + 1. Atunci, pentru
orice m € N, avem:

Tm = Tm4ku = Tm+202204+1 = Tm+1,

deci toate cele 2022 de numere sunt egale. ......... ... .. ... 2p

(D) In total sunt ¢(2022) = 672 de SOIiL. ........coooorreneeei i 1p



SOCIETATEA DE STIINTE

MINISTERUL EDUCATIEI MATEMATICE DIN ROMANIA

Primul baraj de selectie pentru OBMJ
Tasi, 19 aprilie 2022
Solutii si bareme

Problema 4.

Se considera triunghiul ascutitunghic ABC (AB < AC) si inaltimile AD, BE, CF,
cu D e BC, F e CA, Fe AB. Notam cu M mijlocul laturii BC si cu H ortocentrul
triunghiului ABC.

Fie X punctul in care cercul de diametru M H taie a doua oara dreapta AM si T
punctul de intersectie a dreptelor HX si BC.

Demonstrati ca cercurile circumscrise triunghiurilor TFD si AEF sunt tangente.

Solutie. Fie wy cercul de diametru HM.
Atunci SHXM = 90°, deci <AXH =90° = <AFH = <AFH. Rezulta ca punctele

E. F si X apartin cercului wy de diametru AH.......... ... . ... ... .. 1p
Cum MC = MF, avem <MFC = <MCF = 90° — <B = J<BAD, prin urmare
dreapta M F este tangenta cercului wa. ... i 2p

Fie ws cercul de diametru BC. Axa radicala a cercurilor wy si ws este dreapta HX,
axa radicala a cercurilor w; si ws este dreapta BC', iar axa radicala a cercurilor ws si ws
este dreapta F'F'. Aceste trei axe radicale sunt fie drepte paralele, fie drepte concurente.
Cum HX NBC ={T},rezulta cAaT € EF. ... .. i 2p

Atunci: SFTD = 180° — <ABT — <BFT = 180° — (180° — «B) — XAFE =
IB —-<C=<4<MFB—-<DFB=<XMFD.

Deducem ca dreapta M F' este tangenta cercului circumscris triunghiului 7F'D si, de
aici, rezulta concluzia. . ... ... . 2p
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Problema 5.

Spunem ca o multime A C R cu cel putin trei elemente este libera de progresii arit-
metice daca pentru orice a, b, c € A distincte, avem a+ b # 2c.

Ardtati cid multimea {0,1,2,...,3% — 1} contine o submultime A cu cel putin 256
elemente, libera de progresii aritmetice.

Solutie. Avem 6560 = 3% — 1.

Orice numar din multimea {0,1,2,...,6560} se scrie in baza 3 cu 8 cifre (0, 1 sau 2).
Definim multimea A ca multimea numerelor care au doar cifrele 0 si 1, numarul lor fiind
2% = 256 si aratam cd ea este libera de progresii aritmetice. ........................ 2p

Daca prin absurd ar exista a,b,c € A astfel ca a + b = 2c¢, fie

a = 700y . . . alag(g)
b == b766b5 “e blbO(S)

C = C7CgCx . . . 0100(3)

cu a;, b, c; € {0,1}, i =0, 7. Cifrele lui a + b sunt, in ordine, a; + by, ag + bg, . ... a3 + by,
ap + bo, iar cele ale lui 2¢ sunt 2c¢7, 2cg, . . ., 2¢1, 2¢y. Egalitatea are loc daca si numai daca:

a; +b; = 2¢; (par), 1 =0,7

si atunci a; = b; = 1, sau a; = b; = 0, adica a = b , contradictie. .................... 5p

Solutie alternativa. Demonstram prin inductie matematica dupa n > 2 ca: multimea
{0,1,2,...,3" — 1} contine o submultime cu 2" elemente, libera de progresii aritmetice.

FEtapa de verificare. Pentru n = 2 submultimea A = {1,2,4,5} cu 4 elemente a lui
{0,1,...,8} este libera de progresii aritmetice. .................cciiiiiiiiii.. 1p

Etapa de demonstratie. Presupunem afirmatia adevarata pentru n si o demonstram
pentru n + 1.

Fie X = {ay,...,asm} C {0,1,...,3"—1} o submultime libera de progresii aritmetice,
cua < -+ < agn.

Demonstram ca multimea A = {ay, ..., asn,a;+2-3", ... asm+2-3"} este o submultime
libera de progresii aritmetice a multimii {0, 1,...,3"" — 1}, de cardinal 2"*1.

Faptul ca A este submultime rezultd din a; +2-3" < 3" —1+2-3" = 3" — 1 i are
2"*t1 elemente deoarece pentru orice i < j avem a; < a; < a; +2-3" < a; +2-3". In plus,
se observa ca AN{3",...,2-3"—1} = & (*) si A\ X este libera de progresii aritmetice.

Faptul ca A este libera de progresii aritmetice rezulta din:



1) media aritmetica a lui a; si a; cu @ # j nu este in A, deoarece X este libera de
progresii aritmetice;
2) pentru orice i, j (pot fi si egale) avem

0+2-3 _3n< a; + (a; +2-3") < 3'—14+3"-1+2-3 _9.3n,
2 2 2
deci, via (*), media aritmetica a numerelor @; si a; + 2 - 3" nu apartine lui A;
3) pentru orice ¢ # j media aritmetica a numerelor a; + 2 - 3" si a; + 2 - 3" nu este in
A observand ca

2-3 ;2~3 _9.3n < (a; +2-3 )er(aj+2-3 )’

adica media aritmetica nu se afla in X, iar cum A \ X este libera de progresii aritmetice
obtinem concluzia dorita. Inductia este completa si in particular, pentru n = 8 se obtine
solutia problemel. ...... ... . 6p

(0O1) Pentru solutia alternativa nu s-a acordat punctul de la etapa de verificare in
absenta unei strategii de rezolvare a pasului de inductie.

(02) Pentru etapa de verificare facuta pentru n = 1 nu s-a acordat punctajul aferent
deoarece, conform enuntului, o multime libera de progresii aritmetice are cel putin 3
elemente.

(03) Alegerea multimii cu 2" elemente de la pasul de inductie se poate face in
diverse moduri.
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