CLASA A XI-A

1. Cu notatiile obisnuite intr-un triunghi ABC, aratati ca:
-a a—2ccosB a
b -b b—-2acosC|=0.
c—2bcosA C —-C
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2 3
2. Se considera matricea A= .
3 2

a) Ardtati cd@ pentru orice N natural nenul existd X, Y, €Z astfel incét

A" =x,A+y,l,.

e X,
b) Calculati lim—".
nN—o0 yn

%k %k %k

1 n 1 n+1
3. Seconsiderd sirurile €, = (1+—j si .= (l+—j ,undene N,
n n

a) Arataticd (en )nzl este strict crescator si (fn )nzl strict descrescator.

1
b) Stiind cd cele doud siruri au limita €, aratati ca <In(n+1)-In(n) <=,
n
vn>1.
- N 11 1
c) Studiati convergenta sirului C, :1+E+§+...+—— In(n).
n

* %k %k

4. Caleulati lim3/an® +n? +2n +1—+/4n? —n + 2 .Discutie dups parametul real a.

n—o0
%k %k %k

NOTE: Timp de lucru 3 ore. Fiecare subiect este notat cu 7p.



BAREME

CLASA A XI-A
SUBIECTUL 1
N . . b?+c?—-a®
Solutie: Din teorema cosinusului avem C0S A = T, deci
C
b>+c*-a® a’-b’
c—2bcosA=c— = . (2p)
C C
b* —¢?
—a a
a
c’-a’
Analog celelalte expresii si determinantul devine A = b -b T (2p)
a® —b?
C —C
C
Se calculeazad determinantul si se obtine A =0. (3p)
SUBIECTUL 2 Solutie: a) Demonstram  prin  inductie dupa n  propozitia
vneN™,p(n):3x,,y, € Z.ai.A" =x, A+Vy,l,.
Avem p(1):3x,,y, € Z.ai.A=XxA+Y,l, adevarata pentru X, =1,y, =0 (1p)
Din relatia Cayley-Hamilton avem A? = 4A+5I ) - (1p)
Presupunem pP(K) adevdratd si demonstram p(k +1). Pentru aceasta calculdm

A= A A= (X A+ Y )A= XA +y A= X (AA+51,) + Y, A= (4%, + Y, )A+5X,1,.
Deci existd X,,; = 4X, +VY,, Y., = 9X,, ambele din Z, astfel incat p(k+1) adevarata. (2p)
b) Tnlocuind pe Yy, =5X, , in prima recurentd obtinem X, , = 4X, +5X, ;. Folosind ecuatia

5 -() Y =5 +5(1) . Se deduce Iimﬁ=l. (3p)
6 6 n—ow yn

atagata deducem X, =

SUBIECTUL 3  Solutie: a) Calculam

€ n?+2n " n+2 -1 "1 + 2 Bemoulli n n4+2
= > . =1+ > . > |1— - . >1,
e, n“+2n+1) n+l n“+2n+1) n+l n“+2n+1) n+1

deci girul (en)

1 Este strict crescator. (2p)



Analog se demonstreaza ca sirul (fn )nZl este strict descrescator (1p)

b) Avem e, <e < f_ siaplicand functia In acestei inegalititi se obtine concluzia. (2p)

1
c) Se calculeaza ¢, —C, :—1+Inn—ln(n +1) <0 deci sirul este strict descrescdtor.
n+

Tnsumand inegalititile de la punctul b) se deduce marginirea, deci si convergenta. (2p)

SUBIECTUL 4.

Solutie: Scotand pe n factor comun fortat se obtine
T 1 T3 o,..daca..a > 8
lim n(?i/a+—+—2+—3 —\/4——+—2] = oo.(i/a—Z) =<{—oo,..daca..a <8 (4p)
N—>c0 n n n n n
w-0,..daca..a=38

1 1 .
—=—, dupa ce
nN—oo 1 4 3

amplificam fiecare diferenta cu conjugate. (3p)

Pentru a=8 avem Iim(%/8n3 +n%+2n +1—2n)+ (Zn— 4n? —n+2):i+

Nota: Fiecare subiect este notat cu 7p.



