MINISTERUL EDUCATIEI, CERCETARII, TINERETULUI SI SPORTULUI
INSPECTORATUL SCOLAR AL JUDETULUI VRANCEA

CentrulMetodic -Panciu

OLIMPIADA DE MATEMATICA
ETAPA ZONALA - 9 FEBRUARIE 2013
CLASA A XI-A

SUBIECTUL 1
Fie matricile astfel incat [Ji. CalculalJix []1y.
Gazeta matematica, supliment cu exercil /ii

SUBIECTUL 2

Se considera matricea .
a). Sa se determine matricile din care comuta cu .
b). Sa se rezolve in ecuallia .

Culegere de probleme
SUBIECTUL 3

Sa se studieze convergen[a [Jirului definit prin, , .
Culegere de probleme

SUBIECTUL 4

Fie , doua [Jiruri de numere ralJionale asfel incat Sa se arate ca:
a). [
b). .

Culegere de probleme

Propunator, prof. Sfetcu Traian, Liceul teoretic loan Slavici Panciu
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a. SOLUTII/BAREM DE CORECTARE SI NOTARE

Subiect SOLUTII BAREM DE
CORECTARE
1 det = 80, = xy-120 Ip
det, deci avem Ip
. Pe de alta parte avem [ i relal Jiile 2p
, deci . Ip
Din cele doua relal]ii avem solulliile (10,20) sau (20,10)
2p
2 a). Notam . Din egalitatea AB=BA, vom deduce , cu a,b reale. Ip
b). Relallia o vom inmullJi la stdnga []i la dreapta cu X [1 Ip
vom avea , de unde deducem ca X comuta cu A, asta inseamna
ca.
Din ipoteza , de unde avem , adica detX=1, deci a2=1, de unde
a=1 sau a=-1.
Daca a=1 avem . Daca a = -1 nu avem solullie
Ip
2p
2p
3 Vom demonstra prin induc! lie ca [lirul este crescator.
Observam ci . Presupunem ci [Ji vom arita ca . Intr-adevar , 2p
adica [irul este crescator.
Pentru marginire este evident ca . Presupunem ca [ /i vom Ip
demonstra ci . Intr-adevar
. Deci < 3. Fiind monoton [i marginit [Jirul este convergent.
Pentru aflarea limitei se folose! Ite relal Jia de recuren! 4.
Ip
2p
Ip
4 2p
, de unde [inand seama de faptul ca [ lirurile au termeni
ral lionali rezultd egalitda(lile cerute.
b). Din ipoteza rezultd ca , apoi folosind []i relal Jia inil Jiala se
determina forma [lirurilor [Ji . In final [Jindnd seama ca
deducem rezultatul. 3p




MINISTERUL EDUCATIEI (/1 CERCETARII
COLEGIUL NALIONAL “AL. I. CUZA”
Olimpiada Nationala de Matematica

Etapa locala -februarie 2013

Clasa a Xl-a

1. Sa se calculeze limitele:

1-cosx

a) lim=——

x—0 X

— . 13 n
b) Iim1 COS X - 4/C0S 2X 2¢cos3x...\/cosnx

x—0 X

2. Fie f:R—R o functie periodica .Aratati ca nu exista lim f (x)

X—>00

cosa +Sina 2sina

3. Fie Ae MZ(R),A:( ].Sa se calculeze A",neN.

—Sina cosa —Sina

4. Se considera sirul (ap)pZZ definit astfel:
2n+l n+l 4 n+1 1 .
a, = 3 | PP inde neN® dar [X]
2"+1 3"+1 p" +1
reprezinta partea intreaga a numarului real x.

n—o

Sa se calculeze: Iim(n2 Inb, —3n?In(n +1)), unde b, = G[Zn:ap —1},

p=2

(V) neN,n>2



Clasa a-XI-a Solutii

1 a) lim 2 oSX L (2p)
- x—0 )(2 _2 P
— . -3 n
b) Notam &, = Iing1 COS X - 1/COS 2X 2\/cos3x...\/cosnx (1)
X—> X
—a —a_ = lim COS X -~/COS2X -...- \sz cosnx (1—4/cosnx _ :E(Z 0) =
x—0 X 2
n
a,—a,, === ..
2
n+n-2 n+n-2 1 n’+n-2 n?+n
=a -a=———=(pa =4 +———=—+——=a = . (1p)
4 4 2 4 4
K™+ k+1 1 .
2. Deoarece L g K+ =k,(‘v’)ke N*, rezultd ca:
k" +1 k" +1
p(p+1)

a,=2+3+..+p,adici a, = -1, (V)p=2.(2p)

Pe de alt parte: b, = 6(Zn:ap —1} = B-Zn: p(p+1)-6(n+1)=n(n+1)n+2)-6(n+1)

p=2 p=1

n(n+1)\n+2)

), adica

(s—a tinut cont ca: Zn: p(p+1)=

p=1

b, = (n +1)-(n2 +2n—6), (V)n>2.(3p)

Atunci limita ceruta va fi egala cu:

(e -+ +201-6)-3n o+ i+ 20 -] (o 27 ) -

n—oo

2 2

2 _ n n
=Inlim anfj =Inlim 1—% =Ine™" = —7. Astfel problema este
> (n+1) o (n+1)

rezolvata. (2p)

3. Fie f :R —= R o functie periodica si T >0 o perioada . Exista a,beR: f (a) # f (b)
Alegem sirurile X, =nT +a—>,y, =nT +b — oo .Atunci
f(x,)=f(nT+a)=f(a)—> f(a)
respectiv f (yn) =f (nT +b) =f (b) — f (b), deci f nu are limita spre +oo



4. Ecuatia caracteristica este I’ —TI’(A) -r +det(A) =0, adica r’—2cosa-r+1=0, cu
solutiile
I, =C0Sa *i-sina.Atunci A" = Asinna+ A, cosna,(V)n>0.

1 2
n=0=A=I1,;n=1= Asina+1,cosa = A, de unde obtinem Ai:(—l _J.Deci

_— 1 2 1 0) (sinna+cosna 2sinna
A" =sinna +COoS N = . . .
-1 -1 0 1 —Sin na COS N —Sin N
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CLASA a Xl-a MATEMATICA - INFORMATICA

SUBIECTUL |

Fie 4 € M4( R cu proprietatea ca suma elementelor de pe fiecare linie si coloana este 1, iar

. . 1 :
elementele de pe diadonala principala sunt ;. Aratati ca detd = 0,

SUBIECTUL II

. . 2 1 . o , .
Fie matricea 4 = (2 3). Sa se determine sirurile (x,,),.., 51 (¥,],.., astfel incat

A =x, A+ v, I,

. o
Sa se calculeze lim,, .. },—“

T

SUBIECTUL Il
Fie (&, )21, Un sirde numere reale cu @y = 1 siay + a; + -+ @, = a6, .. &, ¥ = 2,
Sa se arate ca [ &, ) ,,.1 €Ste convergent catre 1.

G.M.

SUBIECTUL IV

2013 1

Fie ecuatia X% = (2012 )

),XEMZ[C].

a) Sa se rezolve ecuatia.
b) Daca X3 3.4 sunt solutiile ecuatiei sa se calculeze
XjZ_EIIiE + Xé'ZEIliE + Xé'ZﬂllE + X,ED:LE

Subiecte prelucrate de

Prof. Centa Ravas



BAREM CLASA a Xl-a MATE - INFO.

SUBIECTUL |
1 1
= & -—a
2
A= %—a % £ a2 ER(2p)
1 1
@ -—a =
2

Din Ly =L, +L,+ Ly(1p)siapoi £y =, +C, + C4 (1 plobtinem

3

R

det 4 = =3a® —2a+(2p)

[ N

2
Finalizare dat 4 = 2 (a, — 3) +1 = 0,%a c R.(1p)
4 1eg
SUBIECTUL 11
. . 2 1 . L , .
Fie matricea 4 = (2 3). Sa se determine sirurile (x,,),,. 5% (¥,),.., astfel incat
A =x A+, L.
A'=1-A+ 0 Ldecix, =15y, =0(0,5Dp)
Cum4? —Tr(4) -4+ detd-I, = 3,(0,5 p)
& 5
A? = =5-4—4-]
Al =A% A =Alx, A+, L) = (Bx,+ w4 — 4x,L(1p)
Obtinem X,4; = 5x,, —4x,_, de unde x, = i[-’-}”‘ —1)22,5p)

Si Y4y = 4%, deci y, = Z(1—4*)(1 p)

lim,, e " = —11p)

SUBIECTUL I

Din relatia din enunt se obtine :



H

By

Demonstram prin inductie P(7n): &, = 1,%n =1

Evident P(1) adevarat din ipoteza

2

_ —__ & = w1l
Pr,:ﬂ. + 1:' Hppq1 — 1= Hppq1 = Eﬂz—ﬂﬂﬂ+1 —1= Eﬂ_z—ﬂﬂ_+1 =0 (2 p)
By S
Cum &t = B < 1= 2 (2

Deci sirul este convergent(descrescator si marginit inferior de 1)

Trecand la limita in relatia de recurenta obtinem lim,, _,, &, = 1(1 p)

SUBIECTUL IV

a) det(X?) = (detX)? =detd =1 =>detX = +1(1p)
Aplicam relatia Cayley-Hamilton:

XP—Tr(X)-X+detX I, =0,050p)
De unde T¥ (X)-X = detX -I, + X*(0,5 p)
Cazul i) det X=1

2014

Notam Tr(X)=t deci Tr(t- X) = Tr (2012

: _ 1 (2014 1
Obtinem X4 , —im(zmz 2)(l p)

Cazul ii) det X=-1

2012 1

Notam Tr(X)=t deci T'r(t- X} = Tr (zmz 5

. _ 1 2012 1
Obtlnem,’faf.,f—iﬁm(m12 D)(lp)

b) Observam X, = —X,; st X, = —X;
XjE_DlEl _ij-l]lﬂ + X;Dlﬂ _XEEDIH — 02(2 p)

;) ==t = 2016 == t = +y2016(1 p)

) =>1¢% = 2012 => t = +y2012(1 p)



Inspectoratul Scolar al JudetuluiVrancea
OLIMPIADA DE MATEMATICA
Etapalocala Adjud-09 februarie 2013

CLASA a Xl-a
Subiectul 1.
_ 2 _ _
Fie sirul % ne: definitprin %o =8 € (0.1) i X3 =%, =X, ¥x €l
n=i—i,‘v’neD* lim
X X . n
Daca n n-1 calculati L=nr-=
Subiectul 2.
lim x? 1 + 2 ot LS kel”
. x—0 X2 X2 X2
Calculati: L= .
Subiectul 3.
1 0 1
A=l-1 1 —1
2
Se consideramatricea 0 0 1 . Calculati A%
Subiectul 4.

Fie A, B, C treimatricepatratice de ordin n cu elementerealeastfelincat

BA+BC+AC= ly sidet(A+B)=0. Sa se aratecadet(A+B+C-BAC)=0.
GM. Nr. 9/2012

Subiectepropuse de : prof. Dorneanu Angela, LiceulTeoretic “Emil Botta Adjud
Nota:
e Toatesubiectelesuntobligatorii.

e Timp de lucru 3 ore.

e Fiecaresubiect se noteaza de la 0 la 7 puncte



Barem de corecturasinotare:
Subiectul 1:

2
— — > .
Ko = X =% —OZSIrul(Xn)neD eStedesCreSCator. ... e e
............. 1p
Demonstramprininductieca :
X, €(0.1),vnell PP PP 1p
Din monotoniesimarginire:> sirul(%,)ne: este
(000 01V LT =T o | PPN I o
Printrecere la limita in relatia de
= limx,
FECUNENTA M =0ttt e e e 1p
2
yn — Xn—l _Xn 1:p Xn—l — Xn—llzp Xn—l —= 1 ’\v/n >1
Xn ’ Xn—l Xn ’ Xn—l Xn Xn—l - Xn 1 1- Xn—l
Finalizare:
I

Subiectul 2:
Folosiminegalitatea: X ~1<[XI<x.Vxel
N o
i—1+£—1+...+£—1<[i}+{£}+...+[£}gi+£+._+L
2 2 2 2 2

x? x? x? x?

k(k +1) k(k+1)

1 2 k
22 —k<|:?j|+[?:|++|:?j|£ )(22

X
k(k+1) . <X2'([%}+"'+[LZDS k(k +1)
2 X X 2

Finalizare: Din TeoremaClestelui:
k(k +1)

Lo 2 i e, 1p
Subiectul 3.



0 0 1
D=|-1 0 1
2
0 0 O
......... 1p
PentrucamatricilecomutaputemaplicabinomulluiNewton...............ccoooiiii i,
Ap
T 1p_n
A'=(D+1;) => CS- 1" .D*=>"C\-D"
k=0 k=0

D"=0,,n>3

1 0 n

A"=Cl.1,+Cl.D+C2.D*=|-n 1 —g

0O 0 1 1p
1 0 2013
2
A®B =| 2013 1 —2013
0 0 1
Finalizare N
1p

Subiectul 4.

Prininmultirea la dreapta cu C a relatiei: BA+BC+AC= LR N o)
se obtine:
BAC+BC  +AC  =C | i, 1p

BAC =C — (B + A)C?

1p

1
det(A+B+C—BAC)=det((B+A)(l,+C*))=det(B + A)-det(I, +cz)=po
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