OLIMPIADA DE MATEMATICA
Faza locala
Brasov, 28 februarie 2015

Clasa a XI-a

1. Sirurile (z,)n>0 $1 (Yn)n>0 de numere reale sunt definite prin zo = yo = 1 si

Tni1 135 T
- : > 0.
(yml) 2 <1 3) (y) e

Sa se arate ca Tp10 — 3Tny1 + Ty = 081 Ypio — 3Yns1 + yn = 0, pentru orice n > 0.
Sa se demonstreze ci ecuatia 2% — 5y? = —4 are o infinitate de solutii in multimea
numerelor intregi.
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2. Fie A € M,,(C), cu proprietatea det (A + ml,) = m™det (A + %In), pentru oricare
m € {1,2,--- ,n+ 1}, unde [, este matricea unitate de ordinul n. Sa se arate ca

det(A) = 1.
Marin Marin

1 1

w w?] € M3(C), unde w este o radacini de ordinul
w? w

1. Sa se determine

3. (a) Fie matricea A =

A2015

010
(b) S& se arate ca ecuatia matriceald X? = |1 0 0 | nu are solutii in multimea
001
M;3(R), dar admite solutii in multimea M;3(C).
Ioana Masca

4. Se considera sirul (z,),>1 de numere reale pozitive cu lim x,, = 0. Sa se calculeze
- n—oo
lim %= unde
n—oo n

an = \/2015%% + 20152129 + 23 + \/20152:175 + 2015@ox5 + @3 + ...+

+\/20152I$L +2015x,71 + 22
Florica Zubasgcu-Andreica

Nota. Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect valoreaza 7 puncte.
Timp de lucru 3 ore.



Clasa a XI a

1. Sirurile (zp)n>0 ¢ (Yn)n>0 de numere reale sunt definite prin xo = yo = 1 §i

Tn41 1/3 5 In
== . , n = 0.
(ynJrl) 2 <1 3 Yn -
Sa se arate cq pyo — 3Tn+1 + Ty =0 §6 Ynyo — 3Ynt1 + Yn = 0, pentru orice n > 0. Sa se demonstreze
cd ecuatia 2 — 5y> = —4 are o infinitate de solutii in multimea numerelor intregi.

Solutie.
Din relatia matriceala din enunt, se obtin relatiile de recurenta

(1) 2xp41 = 3z, + 5Syn
) 2yni1 = 2n + 3y neN. (1p)
Din (2) rezultd z,, = 2yn+1 — 3Yn 1 Tnt1 = 2Unt2 — 3Ynt1, n € N. Inlocuind in (1), se obtine recurenta
Ynt2 — SynJrl +Yn = 0, ne N. (2P)

Similar, din (1) rezultd y, = 2/5 X1 — 3/5- Ty 1 Ynt1 = 2/5 - Tpyo — 3/5 - Tpi1, n €N

Inlocuind in (2), se obtine @49 — 3T,41 + @ =0, n € N. (2p)

Din (1) si (2) si ipoteza zo = yo = 1 rezultd (prin inductie) ca sirurile (z,)n>0 $1 (Yn)n>o sunt strict
pozitive si strict crescitoare. In plus, din recurentele demonstrate anterior se deduce (prin inductie) ca
au termenii numere Intregi. Deci @, y, € N* i ©, < Tpt1, Yn < Ynt1, ¥V n € N. (1p)

Din (1) si (2) rezulta

3 5\ 1 3\’

xiﬂ - 5y72L+1 = s%ntUn) 0| 5Tntyn) = xi — E)yi7 n € N.
2 2 2 2

Cum 23 — 5y2 = —4, se verifici prin inductie ca 22 — 5y2 = —4, V n € N. Deci ecuatia 2 — 5y = —4

are o infinitate de solutii in multimea numerelor intregi. (1p)

2. Fie A € M,(C), cu proprietatea det (A + ml,) = m™det (A + L1I,), pentru oricarem € {1,2,--- ,n+
1}, unde I,, este matricea unitate de ordinul n. S se arate cd det(A) = 1.

Solutie.

Ipoteza se transcrie det(A + ml,) = det(mA+I,), Vm € {1,2,--- ,n+ 1}. (2p)

Consideram functia f(z) = det(A + zI,,) — det(zA + I,), € C. Conform definitiei determinantului de
ordinul n, deducem ca functia f este polinomiala, de grad cel mult n. (2p)

Dar, conform ipotezei, f admite n + 1 radacini distincte. Rezultd ci f este functia identic nula. (2p)
Atunci f(0) = 0, de unde det(A) = det(I,,) = 1. (1p)

3.
1 1 1
(a) Fie matricca A= |1 w w?| € M3(C), unde w este o raddcind de ordinul 3 a unitatii, diferitd
1 w? w
de 1. Sd se determine A?010,
0 1 0
(b) Sd se arate cd ecuatia matriceald X?> = [1 0 0| nu are solutii in multimea M3(R), dar admite
0 0 1

solutii in multimea M3(C).

Solutie.
(a) Utilizand relatiile w® = 1 si w? + w + 1 = 0, obtinem

1 00 1 1 1
A2=3[0 0 1], A%=3[1 w? w | s A*=9I5. (2p)
0 1 0 1 w Ww?



Atunci

1 1 1
A2015 _ (A4)003 . A3 _ (32[3)003 . A3 — 31007 1 w2 w . (1p)
1 w w?

0
(b) Notdm J = |1
0

o O =

0
0|. Avem det(J) = —1. Dar det (X?) = (det(X))? > 0, V X € M3(R).
1

Rezultd ci ecuatia X? = J nu are solutii in multimea M3(R). (1p)

w w1
Fie B = % w? w 1] € M3(C). Avem B? = (—B)? = J, deci ecuatia X? = J admite solutii in
1 1 1

multimea M3(C). (3p)

4. Se considera sirul (v)n>1 de numere reale pozitive cu lim x, = 0. Sd se calculeze lim %=, unde
n—oo n—oo

ay = /2015222 4+ 2015z 22 + 22 + /2015222 4+ 20152923 + 22 + ... + /2015222 4+ 2015z,21 + 22.
\/ 1 2 2 3 n 1

Solutie.

Cum \/20152302 + 20152y + y2 < \/(201530 +y)? =2015z + y, Yo,y € Ry. (2p)
Astfel, obtinem 0 < a,, < 2016(z1 + ... + ), de unde 0 < %= < w. (2p)
2016(z1+...+x,) 0. (2p)

Din lim x, = 0 se obtine lim

n—oo n—oo

Conform criteriului cleste, rezulta lim %= = 0. (1p)
n—oo Y



