Olimpiada de Matematica —etapa locala- Galati

22 februarie 2015
Clasa a IX-a

Problema 1.

, e Xy -(n+2) .
Sirul de numere reale verifica relatiile : X, =2, X + Xy +...+ X, =————,Vne N".

Sa se determine X,.

Problema 2.

Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia:

s s o

Problema 3.
Fie a;, a,, ..., &, numere reale strict pozitive, ne N, n>2. Sa se demonstreze ca:
n-a; +4 n-a, +4 n-a;+4
5 +— +— +...
n“-(a;+ag+..+a,) n°-(a+ag+..+a,) N°-(a+a+a,+..+a,)
. n-a,+4 q+ay+az+...+a,+4

n?.(ay+ay+ag+..+a,q) (N—1)-(a+a,+ag+..+a,)

Problema 4.
Se considera triunghiul ABC si punctele M, N, P, Q cu proprietatile

AM == -MB, AN:%-NT:, BP=3-BN, iar CM N AP ={Q}.

. . C
Sa se determine valoarea raportului —Q



Olimpiada de Matematica —etapa locala- Galati
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Clasa a IX-a

Barem de evaluare

¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda
punctajul maxim corespunzator.
¢ Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru
rezolvari partiale, in limitele punctajului indicat in barem.

Nr. Solutie, rezolvare Punctaj
problemei
Pentru n=2, se obtine
4
X1+X2 :—'XZ :>X2 :6:23,
3 2p
5 2p
X1+X2+X3 :§‘X3 :XS :34
Atunci, presupunem cd X, =n-(n+1),vneN". tp
Demonstram prin inductie matematica propozitia
P(n): x,=n-(n+1),vneN":
1.PQ): x=1.2=2 (A). 1p
1. 2 .Presupunem ca P(n) este adevarata si sa demonstram cd P(n+1) este
adevarata.
P(n+1): Xyq =(n+1)-(n+2).
Dar
n+3
12423440 (N+1)+ Xy g —M:
3 1p

n-(n+1)(n+2) Xni1 - (n+3)
3 T =— 5,

3
Xny1 =(n+1)-(n+2) (A)= P(n)este adevarata, (V)neN".
Asadar, x, =n-(n+1),(V)neN".




Metoda 2.
Xq-(n+2)

Deoarece egalitatea X +X, +...+ X, = 3

(1) este adeviratd

pentru orice numar natural nenul n, rezulta
Xns1-(N+3) (2)
3

Din (1)si (2):_’@“%1 _ xn+1-gn+3)

X1+X2 ++Xn +Xn+1:
-

n+2 «
xn+1:T-xn,VneN =

: : Xn :n—+1:>xn:n-(n+1),VneN*.
XX 1 X 2x 3 X,q n-1

X _3.%3_4.% _5




Pentru definirea partii intregi a unui numarului real X

Scrierea identitatii lui Hermite

=) &ifxx)Hss-(_lz'XX)}l?fx] -

1 1 11 [ 1 2 3 .
—— |+ — = |+ —+=|= ;
[ 1-x] [1-x 3] [1-x 3] 1-[X]
Aplicand identitatea lui Hermite =

B 1 B 1 1_ B 1 2_Hermite|: 3 :|

— || — || — = = | —
|1-x] [1-x 3] [1-x 3] 1-x

Dar 1-[x]_: —([x]—l) ——[x-1];

Ecuatia devine:

fo} :_[x:jl] < fo][x—l] =3

3
2 |.[x-1]=-3
e
[i}eﬁ =
1-x
[X—l]eZ
2 2 [
1-x sau<| 1-x sau<| 1-x sau<| 1-x ;
[x-1]=-3 [x-1]=3 [x-1]=-1 [x-1]=1
3 3 1
_° =1 9 2=
1. [1—x} @{1<1x<2 = XE[ 2j:> xe[-2,-1);
[x-1]=-3 -3<x-1<-2 xe[-2,-1)
- g 5
2 =1 1< 2 x e 4,
2.4 1-x =N 131—x<0c>{ “l _Oo):>xe[4;5);
[x-1]=3 3<x-1<4 xe[45)
[ 3 ] 3 1
— =3 - Xe|0,=
3. J[1-x] <:>{3Sl—x<4 & e[ 4j:>xe[011];
[x-1]=-1 ~1<x-1<0 x €[0,1)
3 ] 3 5
2 -3 | 3< 5 _ xel2,2
4, {1-x| @{ 3S1—x< 2<:> © ZJSXE‘:Z,EJ
[x-1]=1 1<x-1<2 [2,3)

Xe
. .. 1 5
Multimea solutiilor este S=[-2,—1)uU O,Z ) 2,5 U[4;5)

3

2p

1p

1p

1p

1p

1p




Notdim S=a +a, +ag+...+a,.

Inegalitatea din enunt devine:

1-(5‘31 +Sa2 +Sa3 +...+Sa” j+
n|S-a S-a, S-a -a, I

4 1 1 1 1 S+4
+— + + ot >

n> (S-a S-a, S-a; S-a, ) (n-1)-S
Scrierea inegalitatii lui Titu Andreescu 1p
Conform inegalitatii lui Titu Andreescu:
4 (1 1 1 1 ). 4 (1+1+1+.+1Y
—- + + ot >—- =
n> \S-a S-a, S-a; S-a,) n? n-S-S

4
=——(

S-(n—l)() 1p
4 % 8
S-a S-a, S-a S-a,

2 2 2 2
4 =+ 2 =+ ] 5t a 5>
S-ay—a° S-a,-a," S-ag—ag S-a,—a,

(a1+a2+a3+...+an)2 ~
82—(a12+a22+a32+...+an2)

2p

g2
s? —(al2 +a,° +ag° +...+an2)

Inmultim relatia cu 1 , obtinem:
n




1 a a a a
e e T S L =
n\{S-a S-a, S-a S-a,
2
S
2 (2)
2 2 2,,2 2
n-S°—n-(a°+a,”+az" +...+a,

Dar(a1+a2+a3+...+an)2sn'(alz+a22+a32+...+an2)(CBS):> 1p
_n.(a12+a22+a32+...+an2)£—(al+a2+a3+...+an)2:—SZ:>
n~82—n-(a12+a22+a32+...+an2)£n~82—82:(n—l)-82:>
2 2
2 2 Sz 2 2\ ; 2~ : ©)
n-S —n-(a1 +a," +ag" +..+a, ) (n-1)-s° n-1
. . 1 q ) a3 a, 1
Din (2) si 3)=> —- + + +..+ > (4)
n{S-a S-a, S-a; S-a,) n-1
Prin adunarea inegalitatilor (1) si (4), rezultd inegalitatea ceruta 1p
. CQ —— ——
Notim —=k=CQ=k-CM;
oM Q 1p
AP = AN +NP=2.AC+2-BN
5 , N
W:ﬁer:—ﬁJrgoﬁ
AP=2.AC-2.AB+2.AC=—2.AB+2.AC; ,
5 5 5 p
AG =AM + MG =1.AB + M9 e
3 CM
Q _ MM _  MQ_,
CM CM
CM =CA+ AM =CA+- AB =—AC + - AB;
1 1) Kk .
AQ=§-AB+(k—1)- ~AC+2-AB =§-AB—(k—1)-AC; 20
Definirea coliniaritatii a doi vectori 1p
6
S — . 2 5 5
Vectorii AP, AQ sunt coliniari => — = =k=—. 1p
k—(k-1) 4

3




