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  Subiectul I 

Notă.  

Toate problemele sunt obligatorii. 

Fiecare problemă se notează de la 0 la 7 puncte. 

Timp de lucru 3 ore. 
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SUBIECTUL I Se consideră funcțiile 

   2 2 2 2, : , 2 1, 4 2 1 5 4 1 2f g f x x x g x x x x x x           . Să se 

demonstreze că f și g  sunt bijective. 

 

  Soluție.       2 2 24 3 1 0, 4 4 0f x y y xy x x f           surjectivă ...............2p 

   

     

   

0

0 0

0

x y f x f y

x y f x f f y

x y f x f y

   

    

   

                      f  injectivă.....................3p 

Deci, f  bijectivă. Funcția g f f g   bijectivă......................................2p 

 

SUBIECTUL II Fie numerele reale  1 2 3, , ,...., 2,3na a a a  . Arătați că 

       
1 2 12 3 1log 5 6 log 5 6 ... log 5 6 log 5 6 2 , 1

n na a a n aa a a a n n


           

  Soluție.     cum   2 22,3 5 6 0 5 6i i i i ia a a a a        .........................................2p 

logaritmăm inegalitatea , deci   2

1 1 1log 5 6 log 2log
i i ia i a i a ia a a     , cu 

1 1na a  ....1p 

adunăm inegalitățile 

       
1 2 1 2 12 3 1 2 3 1log 5 6 log 5 6 ... log 5 6 2 log log ... log log

n n na a a a a a n aa a a a a a a


           

........................1p 

aplicând inegalitatea mediilor obținem 

 
1 2 1 1 2 12 3 1 2 3 12 log log ... log log 2 log log ... log log 2

n n n n

n
a a a n a a a a n aa a a a n a a a a n

 
         

..............3p 

SUBIECTUL III Arătați că,   dacă                   și     |  |  |  |    |  |,  

atunci 

(  
  

  
) (  

  

  
) (  

  

    
) (  

  

  
)   . 

  Soluție.     Dacă notăm cu z produsul , atunci încercăm să demonstrăm că  ̅    ceea ce va 

implica    .  …(2p) 
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Avem    ̅  (  
  ̅̅ ̅

  ̅̅ ̅
) (  

  ̅̅ ̅

  ̅̅ ̅
) (  

  ̅̅̅̅

    ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
) (  

  ̅̅ ̅

  ̅̅̅̅
)    ….(1p) 

Dar    
    ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

  
 

|    |
 

    

|  |
 

  

 
  

    
       …..(2p) 

Atunci  ̅  (  
  

  
) (  

  

  
) (  

    

  
) (  

  

  
)   

 
     
  

 
     
  

   
       

  
 
     
  

  

 
     

  
 
     

  
   

     

  
 (  

  

  
) (  

  

  
) (  

  

  
)    ….(2p) 

SUBIECTUL IV  Fie 1 2,z z C
, 1 2z z

 astfel încât 
1 2 1 2

2 1

1 1
, ,z z z z

z z
    R R . 

Arătați că pentru orice nN , 2 1 2 1

1 22 1 2 1

2 1

1 1
,n n

n n
z z

z z

 

 
   R R . 

  Soluție.      1 2(cos sin ), (cos sin )z r i z r i      
 și 

1

2

1
z

z
 R  

cos sin
(cos sin )

i
r i

r

 
 


   R  

2sin
sin 0 sin sinr r

r


       .    ………..2p 

2

1

1
z

z
 R

2 sin sinr    ………1p 

Deci 
4 sin sin ,r k k       Z ,k k   Z ……..1p 

Deci 1z r  și 2z r  ,  sau invers, de unde  2 1 2 1

1 22 1 2 1

2 1

1 1
,n n

n n
z z

z z

 

 
   R R  pentru 

orice nN…….2p 

Dacă r =1 sin sin 2 ,k k         Z de unde rezultă că 1 2z z , fals.  ..1p 

 

 

 

Se punctează orice rezolvare corectă diferită de cea din barem  


