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22 februarie 2014

CLASA a X-a

1. Sa se determine functiile f:R>R care verifica relatia
f ( f(x) y)+ xy =2f(x)f(y), oricare ar fi x,y e R.

log;a . logib . log3c

>1,Va,b,ce| 2,:).
1+log,b* 1+log,c* 1+log,a’ &[2:)

2. Sa se demonstreze ca

Xy=2"+27-X-Y
3. Si se determine numerele complexe X,y,z, dacd | Xz =Yy’ +2y—X—Z.

yZ=X"+2X-y-12

4. Fie ab,c trei numere complexe distincte cu proprietatea: |a|=|b|=|c|=|a+b+c|. Sa

se arate ca triunghiul cu varfurile de afixe a,b, respectiv ¢ este dreptunghic.

Nota: 1. Toate subiectele sunt obligatorii.
2. Fiecare subiect se puncteaza de la 0 la 7.
3. Timp de lucru 3 ore.
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SUCEAVA, 22 februarie 2014
BAREM DE CORECTARE SI NOTARE-CLASA a X-a

1. Si se determine functiile f:R—R care verificd relatia f(f(x)y)+xy=2f(x)f(»), oricare ar fi
x,yeR.

G.M. 9/2013, enunt modificat
Solutie. y=0= f(O) = 2f(x)f(0),Vx eR= f(O) =0 sau f(x) = %,Vx e R. Cum functia constantd nu

verifica relatia din enunt, in mod obligatoriu avem f (O) =0. Consideram y =1 1n relatia data si obtinem
F(f(x)+x=21(x)f(1).VxeR (1)
Ardtdm ca f este functie injectiv. Fie a,beR astfel incat f(a)=f(b)= f(f(a))=r(f(P)). Folosind

relatia (1) pentru x=a si x=5b se obtine imediat ca a =b.
Schimband x cu y 1n relatia din ipoteza obtinem:

f(f(y)x)+xy=2f(x)f(y),Vx,ye]R, deci
F(f(x)y)=7(f(»)x).Vx,yeR,
de unde , folosind injectivitatea functiei deducem: ' (x)y =xf(y),Vx,yeR .
Pentru y=1 obtinem f (x) =xf (1) si Inlocuind in relatia initiala rezulta
xy‘fz(1)+xy=2xy'f2(1),Vx,ye]R<:>xy=xy~f2(1),Vx,ye]R:>f2(1)=1:>f(l)zil.
In concluzie, functiile cerute sunt £, £, :R > R, f,(x) =x, f,(x) =—x,VxeR.

Barem.

Deduce f(O)zO Ip
FA R a1 S N [T 2 7 AP 2p
Deduce f(x)yzxf(y),Vx,yeR ....................................................................... 2p
Finalizare-gaseste fUnCHle. . ... . ue ittt 2p

logla log; b . log; c

2. Si se demonstreze ci ~>1,Va,b,ce[2,%).

1+log,b> 1+log,c® 1+log,a

seksk

Solutie. Aplicam inegalitatea CBS si obtinem:

2 2 2 2 2

logia  logib  logic (log,a+log,b+log,c)”  log;(abc)
l+log,b* 1+log,c® 1+log,a® 3+2(log,a+log,b+log,c) 3+2log,(abc)
Ultima inegalitate este echivalenta cu (log2 (abc) - 1)2 >4, adevarat, deoarece log, (abc) >log, 8 =3.
Barem.
2 2 2 1 2 b
Aplica CBS si obtine log; a =+ log; b =+ log, ¢ =2 og(abe) 5p
1+log,b* 1+log,c® 1+log,a®  3+2log,(abc)
log? (ab

Demonstreaza M D 2p

3+2log, (abc)

xy=z"+2z-x—y
3. Sd se determine numerele complexe x,,z, dacd | xz =" +2y —x—z.
yz=x'+2x—-y-z
Mariana-Liliana Popescu, Suceava
Solufie. Relatia xy =z* +2z+1-1-x—y < (x+1)(y+1)=(z+ 1)2 sugereazi substitutiile x+1=a,
ab=c’
y+1=b, z+1=c sisistemul devine: | ac =b*,a,b,c € C. Consideram cazurile:

2
bc=a



[.a=0=b=c=0.
II. a#0=b,c#0. In acest caz, sistemul este echivalent cu a* =b* =¢* = abc .
Observam ca tripletul (a,a,a),aeC" este solutie a sistemului.

Daca cel putin doud dintre numerele a, b, ¢ sunt distincte, atunci deducem ca toate cele trei numere sunt

3 3

. - b b c e . : -

distincte. In acest caz, (—j = (—) =1= —,— sunt radicinile complexe nereale de ordin trei ale unitatii.
a a a a

Astfel, (a, b, c) = (zl, z,, 23), unde z, # z, # z, # z, sunt numere complexe in multimea {t,a)t,a)zt},t eC’,
Si o= cosz?ﬁﬂ'sin%[ . Astfel, solutiile sunt (x, v, z) € {(z, z, z), (z1 -1, z,-1, z, —1)} , ze(C,

Z,, Z,, Z; precizate mai sus.

Barem.

Reduce sistemul la 0 forma mai SIMpla ..........oviiiiiiiiiiiiiiii i iiiaiianannns 2p
(z,z,z) este solutie a sistemului..........oooviiiii i Ip
Determina forma solutiilor (x, y,z) , cu componente distinete...............oeiiiiiiia.. 4p

4. Fie a,b,c trei numere complexe distincte cu proprietatea: |a|=|b|=|c|=|a+b+c|. Sa se arate ca

triunghiul cu varfurile de afixe a,b, respectiv ¢ este dreptunghic.

Solutie 1. Fie a =r(cosg, +ising,),b=r(cosp, +ising,),c=r(cose, +ising,),r > 0,9, €[0,27),i=1,3.
Avem |a+c+b|=r < (cosp, +cosg, +cosg, ) +(sing, +sing, +sing,)’ =1

3+2cos((o1 —(02)+2005((02 —(03)"‘2005((01 —‘/’3) =le

1+cos(@, — @, ) +cos(@, — @, ) +cos(p —,) =0 cos((p1 2(p2j cos (%;%jcos(%;%jzo.

Daca, de exemplu, presupunem cos((p1 3 %j 0, atunci

a+b=r(cosg, +cosg, +ising, +isin¢2)=2rcos(¢' 2(02)( ((0' 2¢2j+isin[(o‘ 2% DzO. Analog,

in celelalte cazuri, vom obtine b+ ¢ =0 , respectiv a+c=0.

Deoarece afixele varfurilor triunghiului au acelasi modul, centrul cercului circumscris triunghiului
coincide cu originea O a sistemului de coordonate. Din relatiile gasite deducem ca O coincide cu mijlocul
unei laturi, deci triunghiul este dreptunghic.

Solutie 2. Folosim produsul real a doud numere complexe uev = %(Zv + u\_)) .

|a|=|b|=|c|=|a+b+c|:>|a|2 =|b|2 =|c|2 =|a+b+c|2 @a-a=b-b=c-c=(a +b+c)-(a +b+c).
Prin efectuarea calculelor se obtin relatiile (a + b)-(b + c) = 0,(a + b)-(a + c) = 0,(a + c)-(b + c) =0. Daca

notdm a+ b +c =h afixul ortocentrului H, obtinem (h - a)-(h - b) =0 si analoagele. Daca H nu coincide

cu niciun varf al triunghiului, atunci deducem cd AH 1 BH 1 CH 1 AH , absurd. in concluzie,
ortocentrul triunghiului coincide cu unul dintre varfurile triunghiului si triunghiul este dreptunghic.
Barem. (pentru solutia 1)

Scrie numerele sub forma trigonOmMetrica. ... ..ouuvuiiriiiiiiii i, Ip

Deduce cos| 222 |cos| L2 Jeos| A2\ 20 3p
2 2 2

Deduce ca cel putin unul dintre numerele a+b,a+c,b+c esteegal cuO.................. 2p

FInaliZare. . oottt ee e aiaans Ip

Nota: Orice alta solutie corecta se va puncta corespunzator.




