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OLIMPIADA DE MATEMATICA
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Subiectul 1
: : . . 1
Fie a € R. Rezolvati, in multimea numerelor reale, ecuatia [x]|* + {x + E} =a+[2x].

GM

Subiectul 11
a)Fie a>b>c>0,d>0.Sasearateci Ja-b++b—c++Jc+d <./3-(a+d);

b) Fie a,b,c [0, ) cu proprietatea a® +b* +c? =1. Si se arate ci

Ja_ b e
1+4/3:b 1+43-c 1++3-a

>1
6

Alexandru Carnaru

Subiectul 111
Fie numerele x,,X,,..., X, € [-11], ne N". Si se arate cd

1-X2 +41=X> 4.+ 4/1=Xx2 <4n° = (X, + X, +. 4+ X ).
\/ 1 \/ 2 \/ n \/ 1 2 n

*k*k

Subiectul 1V
a) Fie vectorii a, b,c necoliniari, cu proprietatea a+ b+ c=0 si

X-a+y-b+z-c=0,x,y,ze R.Sdasearateca X=y=12.

b) Fie ABC un triunghi. Medianele AM,BN,CP taie cercul circumscris triunghiului ABCin

punctele D, E, respectiv F . Stiind ca MD + NE + PF = 6, sa se arate ca triunghiul ABC este
echilateral.

GM

Nota:

Timp de lucru: 3 ore

Toate subiectele sunt obligatorii
Fiecare subiect se noteaza de la 0 la 7
Nu se acorda puncte din oficiu
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Barem de corectare si notare
Subiectul |

: . : . 1
Fie a € R . Rezolvati, in multimea numerelor reale, ecuatia [X]2 + ‘:x + 2 =a+ [ZX].

Solutie:

cum [x]+ [X + %} = [2x], ecuatia devine [ -[x]-a=0.

Notim[x]=teZ =t*~t-a=0 ... 2p
A=1+4a Ecuatia are solutii intregi pentru 1+ 4a=k? = 4a=k* -1=(k +1)(k —1), de unde
(k+1)(k—-1)eM, pentru k =2p-1, peN = a=p(p-1) 3p

t=p=xe[p,p+I)
t=1-p= xe[l-p,2-p)
Daca a nu este de forma p(p —1), p € N, ecuatia nu are solutii. ... 2p

Subiectul 11.a) Fie a>b>¢>0, d >0. Sisearate ci v/a—b ++/b—c ++/c+d S\/B(aer);
b) Fie a,b,c [0, ) cu proprietatea a® +b* +c® =1. Si se arate ci

a1
1++/3b 1++4/3c 1++3a 6

Solutie:

a) Ridicdm la pitrat si obtinem 2,/(a—b)(b—c) +2,/(b—c)(c+d) +2,/(c+d)(a-b) < 2(a+d)...

Inegalitatea este adevarata aplicand de trei ori inegalitatea mediilor 2,/Xy < X + Y si Tnsumandu-le.

Pentru @ =b = ¢ =d =0 obtinem egalitatea ... 2p
b) Stiind ci a”® +b? +c¢c? =1si a,b,c €[0,), rezulta ca a,b,c e [0,1].
Avem Ja>a=a* .. 1p

4 4 4 2 2 2 \?
\/5 + \/B + \/E > a + b + ¢ > (a +b +C) Zl 2p
1++4/3b 1++/3c 1++/3a 1++/30 1++3c 1++3a 3++/3(@+b+c) 6

2  ph2, 2
la® +b® +c* _a+b+c
unde am folosit faptul ci a+b+¢ < \/§ utilizand inegalitatea 3 2 3 Ap

Subiectul 111
Fie numerele X;, X,,..., X, € [—1,1], n e N”. Si se arate ci

_12 T Ay T M = —\M 2 T R )
\/1 X +\/1 x> + +\/1 x2<\/n2 (X, + X, +. 4+ X,)°

Solutie
Folosim inductie dupa k, natural
Pentru k=1, evident

Pentru k=2, avem yJ1— X2 +/1—x2 < /22 — (X, +X,)? < (X, =%, =0.. 3p
P(k) - P(k +1) conduce la
T2 =0 X et %) 1= X2 S (K1) = (% + X ot X, + X1)” 2p

sau Vk? —a? +4/1-b? </(k +1)? —(a+b)? , unde a= X, +X, +...+ X, b =X,

dupa ridicari la patrat, obtinem (kb - a)2 >0 ... 2p

GM

1p
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n 2
Obs [Z Xi) <n’si ab <k sunt deduse evident din datele problemei!
i=1

Subiectul IV
a) Fie vectorii a, b,c necoliniari, cu proprietatea a+ b+ c =0 si

X.5+y~6+2'6=6,x,y,z eR.Sasearateca X=y=12.
b) Fie ABC un triunghi. Medianele AM, BN, CP taie cercul circumscris triunghiului ABC n

—

punctele D, E, respectiv F . Stiind ca MD + NE + PF =0 , s se arate ca triunghiul ABC este echilateral.
Solutie:

-

a)a+b+c=0=c=-a-b=x-a+y-b-z-a-z-b=0=

a(x— Z)+ B(y -2)= 0; cum a si b necoliniari, deducem x = y=12... 2p
b) Din asemanarea triunghiurilor AABM, ACDM , obtinem % = %, AM -MD =MC-MB ...1p
a’ a’ — a>
Fie BC=a,AC =b,AB =c; obtinem AM -MD =— MD = = MD = >+ AM , analog
4 4.-AM 4. AM
- b2 _ — C2 —
E= > BN si PF = >-CP ... 2p
4-BN 4.CP
. . . N a2 N 2 N 2 . N
Cum MD + NE + PF =0, obtinem ———- AM + > BN+——F-CP=0
4. AM 4.-BN 4.CP
Deoarece AM + BN + CP =0 , fiilnd mediane 1n triunghi, folosind formula medianei, obtinem
a2 bZ CZ aZ b2
2= 2= 2 = 2, 2 2= 2, .2 2 1p
4.-AM?  4.BN? 4.CP*  2.[b*+c?)-a® 2-[c*+a)-b
Finalizarea calculelor cu a =b,a = ¢, triunghiul ABC echilateral ... 1p

Obs. Orice alta rezolvare se va puncta corespunzator.



