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BAREM DE CORECTARE SI NOTARE

CLASA a XII-a

1. Fie (G,-) un grup si 4, B doua submultimi nevide ale lui G.
Consideram multimea 4 / B= {ab_l lae A, be B} (am notat cu b~ simetricul lui b in grupul G).

a) (3p) Daca G este grup abelian iar 4 si B sunt subgrupuri ale sale, demonstrati cd 4 / B este subgrup in
G.

b) (4p) In grupul (Z,,;,+) considerim multimile 4= {21 €Z,,5 / a se divide cu 13} si
B= {l; € L5 | b se divide cu 31} . Determinati multimea 4/B .
Dan Popescu, Viadimir Cerbu

Solutie.

a) Daci a,,a, € 4 si b,b, € B atunci (albfl)-(azb{l )71 = (ala[l)-(blb{l )71 = a,b," € 4/ B, deoarece
a,=aa,' €A sib,=bb, " €B.

Deci Vx,ye A/B avem xy ' € A/B , prin urmare A/B este subgrup in G.

b) Avem A={13k/keN,k<154}, B={31k /keN.k<64|, 4/B={a~b/ac 4, beB).
Deoarece 2015=5-13-31 deducem ci 4 si B sunt subgrupuri ale grupului comutativ (Z,,s,+).
Conform punctului a) rezultd cd 4/ B este subgrup in (Z,q,5,+)-

Tinand cont ca 1=13-12—-5-31, obtinem le A/B si atunci l+le A/B , T+1+1e A/Betc.

in concluzie, 4/B = Y/

Barem.

a) Vx,ye A/B avem xy"' € A/B= A/B este subgrup in G 1p
Demonstreaza implicatia de mai sus 2p

b) A4 si B subgrupuri ale grupului comutativ (szs ,+) = A/B ¢ subgrup in (szs ,+) 2p
Finalizare 2p




2. Demonstrati ca nu exista grupuri necomutative (G ,-) cu proprietatea ¢ x° =e, Vxe G\Z(G).
( Am notat cu e elementul neutru al grupului G si cu Z(G) centrul grupului G, adicd mulfimea

elementelor din G care comutd cu toate elementele lui G:  Z (G) = {x eG/xy=yx, Vye G} )
Gazeta Matematica

Solutie. Presupunem ci existd un grup necomutativ (G,-) asa incat x> =e, Vxe G\Z(G).
Fie x 1 y doud elemente arbitrare din G.

Daca x e Z(G) sau y e Z(G) atunci are loc xy = yx

Dacad x,y e G\Z(G) ,atunci x° =e si y° =e, iar de aici se obtine x=x"'§i y=y".
Analizam urmatoarele doua situatii posibile:
e daca xy e G\Z(G) atunci (xy)2 =e,deci xy = (xy)f1 si avem succesiv: yx =y 'x ' = (xy)f1 =xy.
e daca xyeZ (G) , atunci xy comuta cu y adica xyy = yxy ; simplificand la dreapta obtinem xy = yx.

In concluzie, Vx,y € G avem xy = yx, adica G este grup comutativ, absurd!

Barem.

Abordarea prin metoda reducerii la absurd Ip
Daca xe Z(G) sau ye Z(G) =xy=yx 1p
Daca x,ye G\Z(G) si xy e G\Z(G) = xy=yx 2p
Dacéx,yeG\Z(G) sixyeZ(G):xyzyx 2p
Concluzie lp

3. a) (2p) Daca functia f/:R — R verifica relatia (f (x))5 + f(x)—x=0, VxR atunci functia f
admite primitive.
b) (5p) Daci functia f:R — R verifici relatia ( f (x))3 =3(f (x))2 —x=0, VxeR atunci functia f
nu admite primitive.
Mihai Piticari, Vladimir Cerbu
Solutie. a) Dacdnotim g(x)=x"+x, g:R — R, atunci relafia din enun{ devine go f =1,.
Cum g este bijectivi = f =g~' = fcontinud = f admite primitive.
b) Sa presupunem prin absurd ca f admite primitive. Atunci f* are proprietatea lui Darboux (1).
Daci notim g(x)=x"-3x", g:R—>R = go f =1, = feste injectivi (2) si g este surjectiva.
Din (1) si (2) rezulta ca f este strict monotona si continud, deci f (R) este interval.
Dacid f(R)=(a,») atunci (go /)(R)= g((a ,oo)) =(b,®)#R adica go f nu este surjectivd ceea ce
este fals! Analizand si celelalte cazuri posibile deducem cd f (]R) =R, deci f este bijectiva.

Atunci f~'=g = g este injectivi, absurd!

Barem.
a) g bijectiva lp
f=g"' = fcontinud = f admite primitive 1p
b) f/ admite primitive / = are proprietatea lui Darboux Ip
go f =1, = feste injectiva lp
f este strict monotona si continud, deci f (]R) este interval 1p
f(R)=R, f estebijectiva 1p
Finalizare lp




4. Functia f:[a, b]—)R este derivabild , cu 0< f'(x)<1,Vxe[a,b] si f(a)=

Aratati ca 3(I f ) .[ f

Solutie.
Consideram functia g:[a,b] > R, g(7)= (I f ) _[ f

Functia g este derivabild si g'(¢)= (I f x) ) 2 (t)—f8 ()=

=f2<r>[9(1;f2<x>dx)2—fﬁ(r)] O ENECIE At

= g'(t)=0,Vt €[a,b],de unde deducem ci functia g este crescatoare .

Cum g(a)=0= g(b)=g(a)=0,deci are loc inegalitatea din enun,

Barem.

Ilon Bursuc

Functia g este derivabila

Calculeaza g'(t)

Demonstreazd g'(t)>0,Vt €[a,b]

Finalizare

Nota:
Orice altd solutie corectd se va puncta corespunzator.



