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OLIMPIADA DE MATEMATICA
Etapa locald — Constanta, 23.02.2014
Clasa a Xl-a

Subiectul |
Fie A, BeM,(Q) astfel incit AB =BA, det A=-3si det(A+\/§- B)=o.
Calculati det(A®+B?— AB).

Gazeta Matematica

Subiectul 11
Fie A, B e M,(C). Demonstrati echivalenta:

det(A+B)-det(A-B)=det(A’~B*) < (AB-BA) =0,.
Nelu Chichirim

Subiectul 111
a) Fie a>0 sisirurile (x,) ., (v,) ., cu x,, y, €[0, a], vneN". Se stie ca limx,y, =a’. Aratati ca
505 nx1 n>1 ’ n—>o ’

sirurile (x,) _ si (y,),., sunt convergente.
b) Daci x,, ¥, €(-1 1), Vvne N si limx,y, =1, rezulta c sirurile (%)), si(Y,),, sunt

convergente?
Dorin Arventiev

Subiectul IV

Fie (Xn )nzl si (yn )nZl douad siruri de numere reale definite astfel:
X

Xl>0’ Xn+l:m,Vn >1

y, >0, ymlg¢ vnz=1

(1+ yn)2 ’

a) Aratati ca sirurile (x,) _ si (y,) , suntconvergente si determinati limitele lor.

nz

b) Aratati ca lim(1+x,)" =e.

C) Aratati ca sirul (ny,)  este marginit.

n2.

Catalin Zirna

Nota:

Timp de lucru: 3 ore

Toate subiectele sunt obligatorii
Fiecare subiect se noteaza de la 0 la 7
Nu se acorda puncte din oficiu
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OLIMPIADA DE MATEMATICA
Etapa locald — Constanta, 23.02.2014
Clasa a Xl-a
Barem de corectare si notare
Subiectul 1

Fie A, BeM,(Q) astfel incat AB = BA, det A=-3si det(A+x@~ B) - 0.
Calculati det(A®+B®—AB).

Gazeta Matematica

Solutie

P(X) =det(A+XB) = P(X) = X* =3 covieeeieeieeeee e 4p
Fie 6 eC\R, 2 4+6+1=0=6 =1 i 1p
AB=BA=> A’+B’ - AB=(A+sB)(A+s°B)=P(s)P(£?) ..... 1p
P(E)P(E7) =13 oo 1p
Subiectul 11

Fie A, Be M,(C). Demonstrati echivalenta:
det(A+B)-det(A-B)=det( A’ ~B*) < (AB-BA) =0,

Nelu Chichirim
Solutie
det(A+B)det(A-B)= dt((A+B B))=det( A’ —B’ - AB+BA)
det(A—B)det(A+B)=det((A- A+B) et(A~B?+AB—BA) ......co.o..... 2p

Prin adunare si folosind det( X +Y )+det(X —Y)=2(det X +detY ) obtinem
2det(A+B)det(A-B)=2(det(A’ ~B”)+det(AB-BA))

adica det(A+B)det(A—B)=det(A’~B?)+det(AB—BA) ......cooovrrrririinnn, 2p

cum Tr(AB-BA)=0 si (AB—BA)"~Tr(AB—BA)-(AB-BA)+det(AB-BA)-1, =0, avem
det(A+B)-det(A-B)=det( A’ -B*) < det(AB-BA)=0< (AB—BA) =0, ......3p

Subiectul 111

a) Fie a> 0 sisirurile (X,) ., (V,).., CU X,, ¥, € [O, a], VneN". Sestie ca limx y =a®. Aritati ca
n1 N—o0

n>1"’
sirurile (x,) _, si (y,),., sunt convergente.
b) Daca x,, ¥, €(-11), Vvne N si !I_[g X, Y, =1, rezulta ca sirurile (X, )n21 si (Y, )nzl sunt convergente?

Dorin Arventiev
Solutie

a) Din Zo¥n < X, <2, VN21=> X, —> a. Analog Pentru (Y, ) .cweeeeeriiiiississsessssseesseeeeee 4p
a
b) Fie x, =y, =(-1)" +(-1)"" 2 ()™ -(1—1) evident divergente dar Xy, —1 ...... 3p
n n
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Subiectul IV
Fie (Xn )n>1 si (yn )n>l douad siruri de numere reale definite astfel:

X

Xl>0’ Xn+l:m,Vn >1
y, >0, ymlg(l:/—;)z,Vn >1

a) Aratati ca sirurile (Xn )n>1 si (yn )n>l sunt convergente si determinati limitele lor.

b) Aritati ca lim(1+x,)" =+/e .

n—o0

C) Arétati ca sirul (nyn )n>1 este marginit.

Catalin Zirna
Solutie

n+1

o . . X . . < A .
a) Prin inductie, X, >0, Vn>1. Din /% <1Vn>1, avem ca sirul este strict descrescator. Trecand la limita,
X

n

obtinem X, — 0. Analog (Y, )

. . 1
b) nx, =——.Cum — — +o0, strict crescator, aplicim Lema Stolz-Cesaro = nx, — —

X

n

X 1
(1+x,)"

I+ :,X‘H|:S
1

1 ™ 1
(1+ xn)xn} €2 =B e 2p
c) ¥,>0,y,>0=(3)keNal y, €(0,1)

a
Alegemsirul (a,)  astfel:a e(y,, 1), a,,, = (—”2 , VN > k. Cu demonstratie analoaga pentru sirul
) 1+a

n

. . 1
(X,), searatd ca a, — O strict descrescator si na, — —.

Demonstram, prin inductie, ca y, <a,, Vn>K:

Yo & _(—-a)d-ya,)
T ry) Mra)t (L+y)(+a,)’

Y, <@, este adevaratisidin y, , —a

avem ca din

yn < a‘n = yn+l < a'n+l'

Cum O0<ny, <na,, Yn>K si (na,) este convergent, deci marginit, deducem ca (ny,) este marginit.



